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(C.I.M.E.)

L4
PROBL]}_‘MES A FRONTIERE LIBRE LIES A QUESTIONS D'HYDRAULIQUE

CLAUDIO BAIOCCHI

Corso tenuto a Bressanone dal 17 al 26 giugno 1973



PROBLEMES A' FRONTIERE LIBRE LIES A' QUESTIONS D'HYDRAULIAUE.

par C. Baiocchi - Umiversité de Pavie et Laboratoire d'Analise

Numérique du C.N.R. de Pavie.

N.1.- L'étude du mouvement des liquides 3 travers des matériaux

~

poreux conduit en général & des "problémes & frontiére libre".
Un cas typique peut &tre schématisé sous la forme suivante:

sur une base imperméable deux bassims d'eau, de niveaux dif-

~

férents, sont en communication & travers une digmwe en matériepu
poreux. L'eau filtre du niveau le plus élevé au niveau le

moins é&levé; et on veut déterminer la "partie mouillée" de la
digue, ainsi que les grandeu;s physiques (telles que la pres-

sion, la vitesse, le débit...) associées au mouvement.

On se bornera au cas plus simplé (pour une description
générale, ainsi que pour plus de détails sur le plan physique,
ou consultera par exemple les textes 6 , 13 , 167, 18 ); pré
cisément on envisagera le cas correspondant & un fluxe sta-
tionnaire, irrotationnel, incompressible; le matérieau compo-
sant la digue est supposé isotrope, homogéne et ne donnant pab
lieu & des phénoménes de capillarité. On considérera comme

"Probléme modé&le" le cas ol la digue est 3 base horizontale

et 3 parois verticales planes et paralléles (la fig. 1 est
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une section orthogonale aux parois: a est 1l'épaisseur de la

digue, y, et Yy, sont les hauteurs des deux bassins).
Plus en général on désignera par D une section verticale
de la digue (cf. fig. 2; dans la fig. 1 on a D=]0,a[ x ]O,y [)
1

et on supposera que, dans la direction orthogonale 3 la figure

la digue est infiniment &tendue et a section constante (de fa
gon & &tudier un probléme bidimensionnel).
On désignera par 9 la “partié mowillée" de D; par y=f(x)

. —
1'&quation du "bord supérieur" de @ ; par p(x,y), V(x,y) re-

spectivement la pression et la vitesse de ‘l'eau dans le point
(x,y) de 2 (x axe horizontal, y axe vertical); par u(x,y) la
"hauteur piézométrique", & savoir:

1.1) ulx,y) =y + R

Y étant le poids spécifique du liquide. La loi de DARCY (cf.
toujours les textes cité&s plus haut) assure qué u est un
"potentiel de vitesse", 3 savoir que l'on a:

) —_— ~
(1.2) V(x,y) = -k grad u

L4

pﬂ k = % k, flétant la viscosité du liquide et k é&tant le
coefficient de perméabilité ().

1 ~
(') Sous les hypothéses faites k (et donc k) est constant;
plus en général k est une fonction de (x,y) si la digue

n'est pas homogéne, et un tenseur symétrique si la digue

n'est pas isotrope.
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L'incompressibilité du liquide et la loi de continuité

'

donnent alors
~

(1.3) div k grad u =0 dans @
(en particulier u est harmonique dans @ si le matérieau est

homogéne isotrope).

A la relation (1.3) op doit ajouter des conditions aux
limites. D'abord, le long des parties de 30 qui sont des 1li-

gnes de courant doit s'annuller la dérivée normale de u:

u _ .
(1.4) an - 0 sur AB ;
ou _ .
(1.5) T 0 sur FC ;

ensuite, le long des parties de 323 contact avec l'athmosphé-

re on doit avoir p(x,y)=0 donc (cf. (1.1)) u=y:
(1.6) u(x,y) =y sur Fcf ;
(1.7) u(x,y) =y sur CTC ;

finalement, le long des parois & contact avéc les bassins, 1la
pression est donnée par la pression de l'eau qui est en haut;

(1.1) donne:

(1.8) u(x,y) Y, sur AF;

(1.9) u(x,y) Y, sur BC.
Il s'agit d'un classique probléme & frontiére libre; sur
un domaine inconnu 2 ow doit résoudre le probléme aux limites

(1.4), (1.5), (1.6), (1.7), (1.8), (1.9) pour 1'équation (1.3):

on a donc des conditions surhaboundantes (cf. (1.5) et (1.6))
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sur la partie incomme 324 D de la frontiére de$¢.
N.2.- Une des premiéres méthodes proposées dans la litératur=
speécialisée pour la resolution du probléme (1.3),....(1.9)

est basée sur la théorie des fonctions de variable complexe

et s'appuie sur la transformation:
(2.1)  x+iy - p+iq ; P=-T". q = au
Y
A
(transformation qui est conforme si le coefficient k dans
(1.3) est constant; (p,q) est le "plan de l'odographe"). Par

exemple (pour plus de détails et de généralité cf. 16 , 18 )

dans le cas du Probléme modéle illustré en fig. 1 le domaine

Q2 se transforme en un domaine Q' du plan (p,q), dont le borc

3Q' est parfaitement connu et, sauf pour ce qui concerne.la
position sur 3Q' des points A',B' transformés de A,B,Q' est
indépendent de ary, 1y, cela fornit au probléme deux dé&grés

de liberté (en accord avec ce qui se passe sur le plan (x,y),

Y
ol l'on peut choisir comme paramétres Z% P —§ , tout é&tant

invariant par homotéties). A partir de cette famille 3 deux
paramétres de domains Q' la transformation p+iq » x+iy inver-

se de (2.1) fornit une famille de solutions @ . Toutefois les

paramétres que l'on peut se donner 3 priori sont ceux du plan

y y
de l'odographe (et non —i ' —é); @hrmasait pas démontrer la

biunivocité de la corréspondence entre les paramétres physi-
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ques et ceux de l'odographe; et d'ailleurs on aurait bésoin

de "beaucoup de régularité" pour justifier les passages du

cé. e»u.' B
plan physique & de 1l'odographe et viceversal!

Une méthode plus récente (2) est basée mur les considé-

rations suivantes (on se borne toujours, pour simplifier,
au cas du Probladme mod&le). A toute courbe "réguliére" y=9€(x)

on associe le "sous-graphe " Qo={(x,y)[0<x<a; O<y< qb(x)};
et sur o, on résoud dans 1l'inconnue ug le probléme mélé cor-

respondant & (1.3), (1.4), (1.7), (1.8), (1.9) et une smule-

memt entre (1.5) et (1.6); puis on modifie Y, de fdgon i rem-
plire 1l'autre entre (1.5) et (1.6); et on itdre le procédé.
Par exemple si pougévalh&r u, on imposé (1.5), on posera
ﬂZ(X)=“o(x'?B(x))7 le probléme sera résolu (3 savoir (1.6)
aussi sera vérifiée) si l'on a 715«3; donc le probléme &
frontiére libre correspond 3 trouver les points fixes de la

transformation {o—* ?1 . Si, au contraire, on avait choisi

(1.6) pour la détermination de u,, on cherchera a minimiser,
par rapport & %’0, une convenable norme de la trace sur

y=%g(x) de la dérivée normale de u,i plus en général on pour

rait minimiser, par rapport au friplet 2 o'?g’uo une

(2) que l'on peut d'ailleurs appliquer & la resolution nu-
mérique d'une vaste classe de problémés 4 frontiére libre;

cf. |11] pour une vue d'ensemble sur ces procé&dés.
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fonctionelle du type:

‘ ~ 2
s Y,
2k d dx d u (o -y. 0 -
3 | gra uo[ Y+t [ 0(0ry) Y1|@i( /y)dy

Y, ) (a)_ B
- JO ]uo(o,y)-yzl@(a,y)dy_ j% Luo(a,y)—y‘]@li(a,y)dy
Y

fa . . su 3
_ Jo Luo(x,nfo(x))-tfo(x)] av: (x,4_ (x))ax 7).

o

Il s'agit de procédés qui peuvént étre adaptés 3 la re

solution numérique des problémes énvisagés (4) et qui, de ce
point de vue, ont donné des résultats satisfaisants; toutefoijs,

du point de vue théorique, om ne sait pas justifier ces procég-

dés (par exemple on ne connait me existence ni unicité de’

points fixes pour la transofrmation %% > C( ; on ne conaait
1 .

pas l'unicité du point de minimum pour les fonctionnelles

considérées, et on nesait pas si le minimum vaut zéro....).

N.3.- Par moyen d'un convénable changement de fonction incowmse

j'ai donné en 1971 un théoréme d'existence et unicité de la

solution du Probléme modéle, en raménant ce probléme & une
inéquation variationnelle (cf. 1 ). Pour décrire ce résultat

__(3) Pour un traitement numérique basé sur ces idées cf. 17 .
(4) Tout en rencontrant des difficultés de programmation non
indifférentes: on doit reso.dre une famille de problé&mes mélés
sur des domaines qui, 3 chaque étape, varient en fonction de

1'étape précédente.
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il faut d'abord préciser le probléme, en particulier pour ce
qui concerne la régularité de la courbe y=7(x) et de la fon-

ction u(x,y) (de facon & donner un sens précis aux relations

. :
(1.3)...(1.9)). Pour fare ca il est commode (5) de faire usage,
outre que du potentiel de vitesse u, de la "fonction de courant"
v(x,y) liée i u par:

du A Ju oV

- gV . g = = LY 6.
(3.1) % = oy 5y x dans Q(7);

et de remplacer les condition de type Neumann sur u (cf. (1.4),
(1.5)) par des conditions de constance sur v; v étant déterminée

d une constante additive prés, ou traduira (1.5) par:
(3.2) v=0 sur FCY

et (1.4) en imposant l'existence d'une constante g (7) telle

que:

(3.3) v=q sur AB

Ceci étant, on appellera solution faible du Probléme mo-

déle une quintuple { Y,Q,u,v,q} telle que:
{: x »4(x) est continue de [O,a] dans ]yz,ylj,

(3.4) décroissante et telle que ¥NO)=yl.

(5) Mais non indispensable; dans |1| on a travaillé en termes
de u, sans introduire v; la présentation donnée ici suit 1'expo
sé |2]|.

(6) A' savoir x+iy » u+iv est holomorphe dans Q; l'existence
d'un telle v équivawt 3 (1.3) 1orsque'§ est constant.

(7) 34 un coefficient dimensionnel vrés le paramétre g fournit
le débit de la digue.
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(3.5) Q0 = {(x,y)[ O<x<a; O<y< T(x)}
13.6) uwvec®@nu @ &) qgel?
" u,v satisfont (3.1) au sens deg'(n), et (1.6), (1.7),
(3.7)

(1.8), (1.9), (3.2), (3.3) au sens de C°(Q)

Remarque 3.1.- On va appeller faible une telle solution car,
du point de vue physique, une solution sera acceptable seu-

lement si elle satisfait d'autres relations, soit

qualitatives, soit quantitatives; par exemple la

(1.1)):

pression doit &tre positive dans @ donc (cf.

(3.8) u(x,y)>y dans Q;

et d'ailleurs gru,v devraient &tre "plus réguliéres"; on
obtiendra des propriétés de ce type comme conségquence de
la définition de solution faible.

Remarque 3.2.- Pour ce qui concerne la valeur de g on obtiendra
la formule explicite:

2_.,2

2a

(3.9) q =

comue sous le nom de "formule de DUPUIT" et usuellement obté -

nue comme formule approchée (et déduite en supposant que la
courbe y= (x) est une parabole).

Un'idée naturelle pour étudier le probléme consiste &

prolonger u,v a D tout entier (5} fermeture de D, est [O,ajx

ED,xJ ) en posant:

(8) Notations_usuelles:
la fermeture @ de Q et

u,v sont des fonctions continues sur
dont les dérivées distributionnelles.

sont de carré sommable

sur Q.
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u(x,y) pour (x,y)eQ (v (x,y) pour (x,y)éﬁ
(340) Aby- VXY= _
y pour (x,y)é€ D\{ 0 pour (x,y)s D\Q

et 3 voir si u,v satisfont un "probléme bien posé&" dans D; ca

serait suffisant car, grdce au principe du maximum, on démon

tre aisément la validité de (3.8) et donc, connaissant u, on
obtiendrait Q@ en posant:

(3.11) o= {(x,y) | (x,y)e D ; u(x,y)>y}.

Toutefois ce n'est pas le cas: aucun probléme au limites sur

il :
u,v ne semble &tre bien posé; faut donc encore transformer le

probléme.

Remarquons maintenant qué l'on a:
(3.12) 4Ly € cCdn (D
et que de (3.1) on déduit:

(3.13) (-v)y=(y-u)x; (—v)x+(y—u)y= Xgq
ol ( )y.et ( ;)x désignent les dérivées partielles et y est
Q

la fonction caractéristique de @ . La prémiére de (3.13) as-

sure qu'il a un sens de considérer des intégrales curvilignes

du type:
P/‘r A —
(3.14) w(P) = -v dx + (y-u)dy VPED
) F
et 1l'on aura:
(3.15) W, =V wy = y—uj

donc, grace a (3.12) et a la deuxiéme de (3.13) :

(3.16) w €c' (D) Nu? (D)
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(3.17) Aw=)(Q (A=-8—;2~+-5-§~z)

Remarquons tout de suite que le valeurs de w sur 3D sornt

connues: en effet on a (cf. (3.10), (3.15), (1.7), (1.8),

(1.9)):

w =20 dans ‘D—'\ Q (donc sur FE)

~

(3.18) wy=y—?;=y-yl sur FA wy=y—G¥O sur EC

=y-U=y- sur CB
wy Y Y Yz

et d'aprés (3.15), (3.3):

~
(3.19) yx——v——q sur AB; donc wxx—O sur AB;

donc si 1l'on définit g sur 3D par la formule:

2
( -
g=0 sur FEUV EC ; g = —ZEXEL sur CB;
(3.20) (y=v1) 2
g= At A 1 sur AF; g linéaire sur AB
2

on aura nécessairement

(3.21) w|3D =g

Remarque 3.3.- De (3.20) on tire que la pénte de g sur AB

2_.2
est donnée par g(B);g(A) = ygaYL ; donc de (3.19), (3.21),

on tire la validité de (3.9).

La connaissance de w fournirait automatiquement
{7,Q,u,v,q}; en effet on a vu que g est donnée par (3.9);

d'aprés (3.11), (3.15) on tire
(3.22) @ = {(x,y) | (x,y) €D; w(x,y)<0}
et, encore de (3.15), on aura aussi:

(3.23) u=y-w A H

y,ﬂ ! Q
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finalement de (3.22) on évaluera «f par la formule:
(3.24) f(x) = max {y |(x,y) € @} Og<xga

La caractérisation (3.22) de 9 n'est toute_fois pas en-

core suffisante: en effet, si 1l'on cherche & combiner (3.17)

(3.22) de fagon 3 faire disparaitre l'inconnue Q on tombe
sur l'équation non linéaire:

(3.25) Aw & H(—wy)

ol t - H(t) est le graphe maximal monotone associé & la fonc-
tion de Heaveside; et le probléme (3.25), (3.21) n'est pas

bien posé (9).

En effet on peut faire mieux: de (3.18), (3.14) on dé-

duit que 1l'on a identiquement:

Y - —
(3.26) wix,y) = I lfﬁ(x,t)-tjdt ¥ (x,y) €D
Yy
et alors, grace a (3.8), on aura:

(3.27) w(x,y)=0 dans D

(3.28) e={(x,y) | (x,y) €D; w(x,y)>0}.

Maintenant la combinaison de (3.17), (3.28) donne:

(3.29) Aw &€ H (W)
et le probléme (3.29), (3.21) est bien posé: il admet une et
une seule solution dans HJ(D) (cf. par ex. le cours de M.

MOREAU dans ce meme volume) donc (onr a dé&j3a vu que 3 partire

(9) Par exemple il admet comme solution la solution w du pro

bléme Aw=1; wlaD=g; ce qui donnerait (cf. (3.22)) Q=D.
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de w on évaluait {¢,2,u,v,q}):

;le probléme modéle admet au plus une solution
(3.30)

faible

Remarque 3.4.- On peut présenter le probléme (3.29), (3.21)

sous forme de probléme de minimum en posant:

g} (g donnée par (3.20))
2t ax az (t¥= lE%iEx

T+ 1
J@ ={z|zéH (D); z =
(3.31)S 3D

Z J+(z) = % J |grad z{2dx dy + f
D D

et alors w est l'unique solution dé:

(3.32) we $6r; st we a2 vze ot

d'ailleurs (3.22) n'est pas la seule formulation variationnel-
le que l'on peut tirer des reinseignements que l'on a sur w;
par exemple si l'on pose:

(3.33) Fo={z|zet"; z20}; J(z2)= JD{% |grad z|®+z}dx dy

grdce & (3.27) on a aussi:
(3.34) wé%; J(w)gJ(2) Vze%

ou bien l'inégquation variationnelle équivalente:

(3.35) wéfé; a(w, z-w) >L(z-w) v‘zé%

avec a(g,y)= JD grad &. grad uc{xd% et L(5)=—J gdx dy

D

Du point de vue numérique c'est la présentation (3.34)
qui semble étre la meilleure; d'ailleurs on a intérét a explo$
ter beucoup de formulations car, voulant généraliser la métho
de a des problémes plus compliqués, on devra choisiﬁlsuivant

le cas}l'une ou l'autre voie.

Pour ce qui concerne l'existence d'une solution faible
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du probléme modéle on doit maintenant démontrer que, partant

de 1l'unique solution w du probléme (3.35) (par exemple; ou
&quivalentement de (3.34); ou de (3.32)) les formules (3.28),
(3.24), (3.23), (3.9)‘f$%nissent une solution. Je n'entrerai

pas dans les détails (pour lesquels Jje rénvoye a 1), en

Mm@ bornant ici 3 souligner que les phases essentielles de la
démonstration sont
a) grice aux théor&mes de régularité des solutions des inéqua

tions variationnelles (cf. 14 ) la solution w de (3.35) sati-

sfait:
2
(3.36) weéw 'P(p) pour tout p fini;

en particulier on a (3.16); o défini par (3.28) est ouvert;

et on a (3.17).

b) grdce & (3.36) on peut appliquer le principe du maximum a

W r wy et démontrer qu'il s'agit de fonctions non positives;

d'ici on tire que @ est borné supérieurement par une fonction
Lf qui satisfait (3.4).
Une fois obtenu le théoréme d'existence et unicité des

solutions faibles, se pose le probléme de la régularité; tou

jours sans entrer dans les détails jeme bornerai i remarquer

que, en adaptant un discours de Caccioppoli (cf. [15]) on

péut démontrer la relation:
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¢ix > ¢(x) est analytique sur ]O,a[ (10

et que, pour ce qui concerne la régularité de u,v, de (3.36)

et (3.23) ou a u,veg Wl’p(Q) pour tout p fini; il s'agit d'une
régularité optimale car-on peut démontrer (cf. toujours |[1])

que les relations u,v€ W!'’'®(2) sout fausses.

N.4.- On termine cet exposé par quelques considérations & ca-
ract@re numérique et par une vue d'ensemble sur les générali-

sation de la méthode.

Pour ce qui concerne la ré&solution numérique des inéqua-
tions variationnelles on connait des nombreux procédés a la
fois mathématiquement rigoureux et pratquement efficaces (cf.

par ex. |12|). Dans |10| on a &tudié 1'inéquation variationnel

le (3.35) par discrétisation en différences finiés, et resol-
vant le probléme discret par la méthode de S.0.R. et projection;

la comparaison avec les méthodes "traditionnelles" indiquées

au N.2 a montré un gain sensible 3 la fois du point de vue

simplicité de programmation et du point de vue rapidité d'exé-

(10) Pour un traitement systématique du probléme de la regula-

rité de la "ligne de d&tachement" pour les solutions d'inéqua

tions avec cbstacle op, consultera la cehférence de

D. KINDERLEHARER sur ce meme cours CIME.
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) s . ,
cution (cf. toujours |10]|). Il est toutefoi§ & remarquer que
la méthode est "correcte" mathématiquement dans le sens 1l'on

obtient une suite {wh} de solutions approchées qui converge,

dans une topologie convénable, vers la solution w de (335);
mais si l'on prend, comme "approximation” de 9 , l'ensemble
de positivité N de Wy (analoguement & (3.28)) la convergence

de Wi 4 w n'assure pas, a4 priori, la convergence de 2 a q.
Cette difficulté a &té surmontée en |5| ol l'on a montré& que
l'on a:

(4.1) Q@ = intérieur de lim inf Q-

h-» ot

Passons maintenant & quelques généralisations. Le cas
de digues & perméabilité variable (3 savoir dans lequel le

coefficient ; figurant dans (1.3) n'est pas constant) pose
de nombreuses difficultéds. Dans |3]|,|4]| on a traité le cas
oﬁ‘z(x,y) est constant par morceaux par rapport & une des

variables et constant par rapport 3 l'autre (1y; dans 17|

As
on traite le cas de k(x,y) de la forme kl(x).kz(y) mais sous

des hypothéses restrictives sur la régularité de kl’kz’

Le cas oll 1'on a plusieurs liquides immiseibles de den-

sités différentes peut aussi &tre traité par la meme méthode;

dans |3]|,]|4| on &tudie le probl2me de la débouchée i la

(11) Ce qui correspond a digues en plusieures couches, hori-

zontales ou verticales, de matérieaux différents.
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mer d'une lame phréatique (on a donc, outre que l'usuelle sur-

face libre, une surface de séparation entre la terre mouillée

_par l'eau douce et la terre mouillée par l'eau de mer); (3.25).
est remplacée par une inéquation & "double obstacle", les

deux frontiéres libres é&tant obtenues comme frontiéres des

zones de contact avec les deux obstacles.
Dans |3]|,|4] on a aussi étudié le cas od la parois a
contact avec le premier bassin est imperméable le long du

morceau Lc,yly avec O<c<y . Dans ce cas la valeur de g n'est
1

plus une fonction explicite des données (& savoir om n'a
plus une formule du type (3.9)) et la condition aux limites

sur w pour ce qui concerne le morceau {(O,y)|c<y<y1}, au lien

d'étre de type dérivée tangentielle (cf. (3.18)) est de type
dérivée normale. Sur la partie restante de 3D, supposant con-

nue la valeur de g, on peut évaluer les valeurs gq(x,y) de

la trace de w; on peut alors construire, pour tout qé:ﬁ?,

+
un convexe m;q du type (3.31) et la solution wq du probléme

de minimum correspondant (analogue & (3.32)); les inéquations
associées resolvent des problémes aux limites de type mélé
(au liéu que de Dirichlet) pour lesquels, en général, la vali-
dité de (3.36) est fausse; dans |4 |on a montré 1l'existence
et unicité de une valeur q.* de g en correspondence 3 laquelr

le la solution wq‘ satisfait (3.36); ce qui a permis encore
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de conclure avec un théoréme de existence et unicité. Un algg
rithme numérique (3 caractére physique-euristique) entroduit

dans |3]| pour l'approximation de q*, 4 &té complétement justi

fié dans |5

.

Pour ce qui concerne la possibilité de adapter la méthode

d des digues de géométrie plus compliquée on peut remarquer

que, si la parois a%},acente au bassin de droite n'est pas
verticale, devient fausse 1l'une des relations fondamentales
de la méthode, 3 savoir la validité de (3.27), (3.28); donc

on va supposer que la parois de droite est verticale (12).

Sous ces restrictions les relations obtenues au N.3 re-
stant encore valables jusqu'a (3.18) inclue; toutefois (3.18}

(et 1l'analogue de (3.19) qui donne W, =-q sur AB) fournissent

pour w, au lieu que des données de Dirichlet, des données du
type "dérivée obligue". L'étude thé%kque des inéquations cor—

respondentes, dans le cas général, n'a pas encore é&té abordé;

dans 3 , 4 on s'est borné aux cas particuliers correspondents

3d: base horizontale et parois inclinée; ou base inclinée et

(12) Des essaiy numériques faits avec parois de droite incli-

née suggérent que la méthode devrait marcher aussi dans ce
cas, quitte & introduire des solutions "a plusieures paramé-
tres"; par exemple, outre a la valeur du dé&bit g, 1'abscisse

s du point Cg (on a_s=a si fa parois est verticale: cf., pour
plus de details, |5]).
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parois verticale (13). Il s'agit encore d'étudier une famille
d'inéquations (14) dépendante du paramétre g, la bonne valeur

du paramétre é&tant & individuer par moyen d'une "condition de
régularité" de type (3.36). Dans |4| on est arrivé jusqu'au
fhéoréme d'unicité; le théordme d'existence a &té& donné dans

|8] par une méthode "numérique", en passant & la limite sur

des "solutions approchées".
D'autres problémes analogues, tels que le problémé modé-
le en présence de é&vaporation et le probléme de 1l'eau qui

filtre 34 travers les parois perméables d'un canal, ont é&té
récemment étudiés par la méthode ici proposée (cf. résPécti—

vement 49 et 40).

Je voudrais finalment conclure en rappéllant que la mé -
thode décrite dans le N.3 pour transformer un problémé a fron
tidére libre dans une inéquation variationnelle (ou éventuéllg

!
ment dans une famille, & un ou plusieurs paramétres, dinéqua-

tions) semble avoir un domaine d'applicabilité plus ample qué

P

('3) Plus récemment, dans |9] , on est arrivé & traiter le
cas ol le parois et la base sont toutes les deux inclinées;
il s'agit d'un probléme de "dérivée oblique qui saute", donc

de type non variationnel.

(14) Qui traduisent un probléme de dérivée obblique, donc la
forme a (g£,u) qui.intervient dans (3.35) n'est plus symétri?
que et le probléme n'est plus équivalent & un problémé de mi-

nimum.
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¢celui relatif aux mouvements de filtration; elle a en effet
été adaptée & la résolution de problémes & frontiére libre

qui sourgissent dans 1'étude de problémes de fluxe de fluides

compressibles autour d'un obstacle (sans ou avec sillage) et,

dans un contexte un peu différent (probléme d'évolution au

lieu que stationnair) a 1'étude d'un probléme de type Stéfanf
mais pour ces problémes je renvoye au cours de M. DUVAUT dans

ce meme volume.
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Introduction. Dans la premiére partie de ce papier on démontre deux

théorémes de dualité des intégrales convexes: Dans la deuxiéme partie,
on donne deux théorémes de fermeture directement liés au proﬁléme de
riafle d'un convexe étudié par Moreau (71, prop. 8.1i).

En ce qui concerne 1'étude systématique des. intégrales
convexes et leurs applications, on renvoie aux travaux de Rockafellar

([8], (9], [10], [11])), castaing ([3]) et Valadier ([1g) .

I - Théorémes de dualité des intégrales convexes
Notations. Soient T un espace localement compact polonais muni d'une

mesufe de Radon positive u, E un espace de Banach réflexif, E' son
dual fort. Une application v de T dans un espace topologique est dite
p-mesurable si elle est Lusin wu-mesurable ([1]). Si f est une fonc-—
tion convexe semi-continue inférieurement sur E & valeurs dans

]-o, +©]- non partout étale a +® , sa duale ¢ est définie par

g(x') = sup [ <x', x> - f(x)] (x' € E")
x € E

Si K est un convexe fermé non vide de E, on désigne par &(., K)



