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par C. Baiocchi - Urriversit6 de Pavie et Laboratoire dlAnalise 

Numgrique du C.N.R. de Pavie. 

N.l.- Lt6tude du mouvement des liquides 3 travers des materiaux 

poreux conduit en general a des "problBmes 3 frontisre libre", 

Un cas typique peut gtre sch6matis6 sous la forme suivante: 

sur une base impermeable deux bassins d'eau, de niveaux dif- 

ferent~, s m t  en communication 3 travers une digue en matgriepu 

poreux. L'eau filtre du niveau le plus 6lev6 au niveau le 

moins 61evB; et on veut determiner la "partie mwill6e" de la 

digue, ainsi que les grandeurs physiques (telles que la pres- 

sion, la vitesse, le dgbit...) associEes au mouvement. 

On se bornera au cas plus simple (pour une description 

generale, ainsi que pour plus de details sur le plan physique, 

ou consultera par exemple Les textes 6 , 13 , 16 , 18 ) ;  prg 

cisgment on envisagera le cas correspondant 3 un fluxe sta- 

tionnaire, irrotationnel, incompressible; le matgrieau compo- 

sant la digue est suppos6 isotrope, homogene et ne donnant pa6 

lieu 3 des ph6nomenes de capillaritg. On. considerera come 

"ProblBme modSleV1 le cas oil la digue est 3 base horizontale 

et parois verticales planes et paralleles (la fig. 1 est 



FIGURE N. 1 
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une section orthogonale aux parois: est lwBpaisseur de la 

digcte, y, et y8 sont les hauteurs des deux bassins). 

Plus en gbnBral on designera par D une section verticale 

de la digue (cf. fig. 2; dans la fig. 1 on a D=]o,~[ x ]0,y [I 
1 

et on supposera que, dans la direction orthogonale 3 la figurg 

la digUe est infiniment 6tendu.e et a section constante (de fa 

Gon a Btudier un probleme bidimensionnel). 

On designera par 61 la "partie mwillbe" de D; par y=y(x) 

' d 
llBquation du "bord supgrieur" de 61 ; par p (x,y) , V(x,y) re- 
spectivement la pression et la vitesse de l'eau dans le point 

(x,y) de 61 (X axe horizontal, y axe vertical) ; par u(x,y) la 

"hauteur pibzomBtriquet* , 3 savoir : 

y &ant le poids spgcique du liquide. La loi de DARCY (cf. 

toujours les textes citgs plus haut) assure que u est un 

"potentiel de vitesse", 3 savoir que l1on a: 

__b N 

(1.2) V(x,y) = -k grad u 

N 

oil k = k, f Btant la viscositg du liquide et k Btant le 
li 

1 coefficient de permeabilitg ( ) . 
1 N 

( ) Sous les hypotheses faites k (et donc k) est constant; 

plus en general k est une fonction de (x,y) si la digue 

n'est pas homogene, et un tenseur symgtrique si la digue 

n'est pas isotrope. 
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L'incompressibilit6 du liquide et la loi de continuit6 

donnent alors 
rJ 

(1 - 3 )  div k grad u = 0 dans n 

(en particulier u est harmonique dans n si le matsrieau est 

homogene isotrope) . 
la relation (1.3) ow doit ajouter des conditions aux 

limites. D'abord, le long des parties de an qui sont des li- 

gnes de courant doit s'annuller la d6riv6e normale de u: 

sur AB ; 

(1.5) - au = 0 an sur FC ; 

ensuite, le long des parties de an3 contact avec l'athmosphs 

re on doit avoir p(x,y)=O donc (cf. (1.1)) u=y: 

(1 6) U(X,Y) = Y sur F y  ; 

(1.7) u(x1y) = Y s ur CpC ; 

finalement, le long des parois 3 contact avec les bassins, la 

pression est donnee par la pression de l'eau qui est en haut; 

(1 .I) donne: 

(1 - 8 )  U(X,Y) = Yl sur AF; 

(1.9) U(X,Y) = y2 sur BC. 

I1 s'agit d'un classique problsme 3 frontisre libre; sur 

un domaine inconnu o*doit rc53oudre le problsme aux limites 

(1.4), (1.5), (1.6), (1.7), ( 3 . 8 ) ,  (1.9) pour 1'Bquation (1.3) : 

a a donc des conditions surhaboundantes (cf. (1.5) et (1.6)) 
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sur la partie incomme ann 'D de la frontisre deG,. 

N.2.- Une des premisres mgthodes proposges dans la litgrature 

speecialisee pour la resolution du problsme (1.3), .... (1.9) 
est basge sur la theorie des fonctions de variable complexe 

et s'appuie sur la transformation: 

a u au (2.1) x+iy -+ p+iq ; p = - ,x, q = , y  

hr 

(transformation qui est conforme si le coefficient k dans 

(1.3) est constant; (p,q) est le "plan de llodographe") . Par 
exemple (pour plus de dstails et de gQnQralit8 cf. 16 , 18 ) 

dans le cas du Problsme modsle illustrg en fig. 1 le domaine 

n se transforme en un domaine R' du plan (p,q), dont le bort 

an' est parfaitement connu et, sauf pour ce qui concerne-la 

position sur an' des points A',B' transform& de A,B,R1 est 

ind6pendenk de a,yl,y2; cela fornit au problsme deux degres 

de liberte (en accord avec ce qui se passe sur le plan (x,y), 

Y1 Y2 oa l'on peut choisir comrne paramstres - , 7 , tout Qtant a 

invariant par homotgties). A partir de cette famille 3 deux 

paramstres de domains R' la transformation p+iq -+ x+iy inver- 

se de (2.1) fornit une famille de solutions R . Toutefois les 
paramstres que l'on peut se donner a priori sont ceux du plan 

y1 Y2 
de l'odographe (et non 7 , -=-I; m n e  sait pas dQmontrer la 

biunivocitg de la corr&spondence entre les paramstres physi- 
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ques et ceux de l'odographe; et d'ailleurs on aurait besoin 

de "beaucoup de r6gularit8l1 pour justifier les passages du 
cet'u; 

plan physique 3 de l'odographe et viceversa! 

2 Une mgthode plus rbcente ( ) est basee aur les consid6- 

rations suivantes (on ,se borne toujours, pour simplifier, 

au cas du Problbme modble) . A toute courbe "rbgulibre" y= yo (K) 
on associe le "sous-graphe " no=( (x,y) 10<x<a; O<y< cF,(x) I ;  

et sur no on rbsoud dans l'inconnue uo le problbme msl6 cor- 

respondant 3 (1.3) , (1.4) , (1.7) , (1.8) , (1.9) et une seule- 
m w t  entre (1.5) et (1.6) ; puis on modif ie y& de faqon b renu- - 
plire l'autre entre (1.5) et (1.6) ; et on itbre le procbd6. 

Par exemple si poqbvalwr uo on impose (1.51, on Posers 

x u x , yo x ) ; 1e probleme sera resolu (a savoir (1 .6) 

aussi sera vgrifige) si l'on a y1=y0; donc le problbme b 

frontisre libre correspond 3 trouver les points fixes de la 

transformation yo-b Lfl . Si, au contraire, on avait choisi 
(1.6) pour la dgtermination de uo, on cherchera 3 minimiser, 

par rapport 3 y o ,  une convenable norme de la trace sur 

y=(fo(x) de la d6rivge normale de uo; plus en ggn6ral on pouz 

rait minimiser, par rapport au (riplet R C,uo une 

2 
( ) que l'on peut d'ailleurs appliquer 3 la resolution nu- 

m6rique d'une vaste classe de problemes 3 frontisre libre; 

cf. 1111 pour une vue d'ensemble sur ces proc6d6s. 
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fonctionelle du type: 

I1 s'agit de proc6des qui peuvent Stre adapt& a la re 

solution numerique des problsmes envisages (4) et qui, de ce 

point de vue, ont donne des resultats satisfaisants; toutefo&s:, 

du point de vue theorique, on ne sait pas justifier ces procq- 

dgs (par exemple n& connait & existence ni unicite de' '' 

points fixes pour la transofrmation yo + 7 I ; on ne conilait 
pas 11unicit6 du point de minimum pour les fonctionnelles 

consid6r6es, et on nesait pas si le minimum vaut zero....). 

N.3.- Par moyen d'un convenable changement de fonction inc- 

j'ai donne en 1971 un theoreme dlexistence et unicite de la 

solution du Probleme modsle, en ramenant ce problsme 3 une 

inequation variationnelle (cf. 1 ) .  Popr decrire ce resultat 

3 
- ( ) Pour un traitement numgrique bas6 sur ces idees cf. 17  

4 
( ) Tout en rencontrant des difficultes de programation non 

indiff erentes : on doit reso,,dre une famille de problOmes mgl6s 

sur des domaines qui, 3 chaque &ape, varient en fonction de 
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il faut d'abord prgciser le problSme, en particulier pour ce 

qui concerne la r6gularit6 de la courbe y=y(x) et de la fon- 

ction u(x',y) (de fa~on 3 donner un sens prdcis aux relations 
4 5 (1.3)...(1.9)) . Pour fare Fa il est commode ( ) de faire usagd, 

outre que du potentiel de vitesse u, de la "fonction de courafit" 

v(x,y) li6e 3 u par: 

(3.1) - a u 6 a U=E- - = - =  dans a(); 
ax ay ' ay ax 

et de remplacer les condition de type Neumann sur u (cf. (1.41, 

(1.5)) par des conditions de constance sur v; v dtant dstermiade 

2 une constante additive prSs, ou traduira (1.5) par: 

(3.2) v=O sur F C ~  

7 et (1.4) en imposant l'existence d'une constante q ( ) telle 

que : 

Ceci Btant, on appellera solution faible du Problsme mo- 

w une quintuple { ~,Q,u,v,q) telle que: 

If : x ' .+? (x) est continue de [O ,a] dans 3 Y 2 ,  y l l  , 
(3'4) dBcroissante et telle que ~ ( 0 )  =Yl 

5 ( ) Mais non indispensable; dans (11 on a travail16 en termes 

de u, sans introduire v; la prgsentation donnee ici suit l'expg 

sB 121. 

6 ( ) A' savoir x+iy -+ u+iv est holomorphe dans a; l'existence 
A 

d'un telle v equivaut 3 (1.3) lorsque k est constant. 
7 

( ) 3 un coefficient dimensinnnel ~ r S s  le paramstre q fournit 
ie dgbit de la digue. 
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u,v satisfont (3.1) au sens de(d8 ( n ) ,  et (1.6), (1.7) : 

(1.8), (1.9), (3.2), (3.3) au sens dec0(3i) 

Remarque 3.1.- On va appeller faible une telle solution car, 

du point de vue physique, une solution sera acceptable seu- 

lement si elle satisfait d'autres relations, soit 

qualitatives, soit quantitatives; par exemple la 

pression doit Etre positive dans R donc (cf. ( 1 . 1 ) )  : 

(3.8) u(x,y)>y dansn; 

et d'ailleurs q,u,v devraient Stre "plus r6gulisresW; OR 

obtiendra des proprietBs de ce type comrne consgquence de 

la dgfinition de solution faible. 

Aemarque 3.2.- Pour ce qui concerne la val.eur de q on obtiendra 

la formule explicite: 

conwe sous le nom de "formule de DUPUIT" et usuellement obt6- 

nue comme formule approchee (et dgduite en supposant que la 

courbe y= (x) est une parabole). 

Un'idee naturelle pour Btudier le problsme consiste 3 

prolonger u,v 3 5 tout entier (5, fermeture de D, est Cora]% 

0 ,  ) en posant: 

8 ( ) Notations-usuelles: u,v sont des fonctions continues sur 
mP at O l ~ q  a k r l x 7 , = ~ s  distri-. 

. < 

sont de carre somrnable sur n. 
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u(x,y) pour (x,y)kF v (x, y) pour (x, y)e,n 
& 

( 3 .lo 1 a,$=b ; v(x,Y)= 
pour (x,y)e b\h pour (x , y 161 5\3i 

et 2 voir si G,? satisfont un "problsme bien pose" dans D; ga 

serait suffisant car, grdce au principe du maximum, on demon 

tre aisgment la validite de (3.8) et donc, connaissant z, oa 
obtiendrait Q en posant: 

Toutefois ce n'est pas le cas: aucun problsme au limites sur 

d 
GIG ne semble Etre bien pose; faut donc encore transformer le 

probl&me. 

Remarquons maintenant que l'on a: 

et que de (3.1 ) on deduit : 
A, N IY N 

(3.13) (-v) y=(~-u) (-v) x+ (y-u) ,= xn 

oh ( )y et ( ,)X designent les derivees partielles et x est 
R 

la fonction caracteristique de Q . La premisre de (3.13) as- 
sure quail a un sens de considerer des integrales curvilignes 

du type: 

(3.14) w (P) = 1: -t dx + (y-;)dy V P C ~  

et l'on aura: 
N 

(3.15) w = - v -  
X w Y = .-q 

donc, grace 3 (3.12) et 3 la deuxisme de (3.13) : 
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4 2  0 2  

( A = % + % )  
ax aY 

Remarquons tout de suite que le valeurs de w sur aD soqt 

connues: en effet on. a (cf. (3.101, (3.15), (1.7), (1.8), 

(1.9)): 

( w = O  dans z\ $1 (donc sur FE) 

N N 

=y-u=y-yl sur FA ; w =y-u=O sur EC 
Y 

( wy=Y-~=Y-Y2 sur cB 

u 
(3.19) wx=-V=-q sur AB; donc w =O sur AB; 

XX 

donc si l'on dgfinit g sur aD par la formule: 
2 

(Y-Y2) S U ~  CB; 9-0 sur FE u EC i g = 2 
(3.20) (Y-Y 

sur u; g lingaire our AB 
2 

Remarque 3.3.- De (3.20) on tire que la pente de g sur AB 
2 2 

est donnee par 9(B)-g(A) = Y2-Y1 ; donc de (3.19), (3.21), a 2 a 

0% tire la validit6 de (3.9) . 
La connaissance de w fournirait automatiquement 

IT,n,u,v,ql; en effet on a vu que q est donn6e par (3.9); 

d1apr6s (3.11), (3.35) on tire 

(3.22) n = I (x,y) I (x,y) t D; w (x,y)<oI 
Y 

et, encore de (3.15), on aura aussi: 
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finalement de (3.22) on dvaluera y par la formule: 

(3.24) cf(x) = max {y I (x,y) E 51 

La caractdrisation (3.22) de a n'est toute,fois pas en- 

core suffisante: en effet, si l'on cherche 3 combiner (3.17), 

(3.22) de fason 3 faire disparaftre l'inconnue a OR tombe 

sur 1'Bquation non lingaire: 

oO t + H(t) est le graphe maximal monotone associd 3 la fonc- 

tion de Heaveside; et le probleme (3.25), (3.21) n'est pas 

9 bien pos6 ( ) . 
En effet on peut faire mieux: de (3.18), (3.14) ond6- 

duit que l'on a identiquement: 

et alors, gr3ce 3 (3.8) , on aura: 
- 

(3.27) w(x,Y)30 dans D 

(3.28) a={ (x,y) I (x,y) e D; w(x,y) >01. 

Maintenant la combinaison de (3.17) , (3.28) donne: 

(3.29) Aw € H (w) 

et le probleme (3.291, (3.21) est bien pos6: il admet une et 

1 une seule solution dans H (D) (cf. par ex. le cours de M. 

MOREAU dans ce meme volume) donc (on a deja vu que 3 partire 

9 ( ) Par exemple il admet comme solution la solution w du pro 

bleme Aw=l; wlaD=g; ce qui donnerait (cf. (3.22)) R=D. 
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le problsme modele admet au plus une solution 
(3.30) 1 f aible 
Remarque 3.4.- On peut presenter le problsme (3.29), (3.21) 

sous forme de problsme de minimum en posant: 

I%+={zlz& H ' ( D ) ;  Z 1 aD'9> (g donn6e par (3.20) ) 

+ + ltl+tJ (3'31)1 J+(z) = j ,grad z 1 'dx dy + z dx dz (t = 
D I D  2 

et alors w est l'unique solution de: 

(3.32) w %+; J+(W)S J+(z) #zk$+ ; 

d'ailleurs (3.22) n'est pas la seule formulation variationnel- 

le que l'on peut tirer des reinseignements que l'on a sur w; 

par exemple si l'on pose: 

(3.33) %={zlz~%+; ~303; J(z)= 1 1  lgrad z12+z}dx dy 

grdce a (3.27) on a aussi: 
b 2 

(3.34) w 6 Ofi;; J(w)cJ(z) tf 26% 

ou bien ltin6quation variationnelle equivalente: 

(3.35) w t 6 ;  a(w, z-w)g~(z-w) tfztgG 

avec a(C,y)= jD grad E. grad u drdf et L(c)=-JD ~ d x  dy 

Du point de vue numerique c'est la prgsentation (3.34) 

qui semble Etre la meilleure; d'ailleurs o n a  interst a explo* 

ter beucoup de formulations car, voulant g8ngraliser la rngtho 

de des problemes plus compliquds, on devra choiskr suivant 
1 

le cas l'une ou l'autre voie. 

Pour ce qui concerne l'existence d'une solution faible 
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du problsme modsle on doit maintenant demontrer que, partant 

de l'unique solution w du problsme (3.35) (par exemple; ou 

gquivalentement de (3.34) ; ou de (3.32) ) les formules (3.28) , 

(3.24) , (3.23) , (3.9) 'fsnissent une solution. Je n'entrerai 

pas dans les dgtails (pour lesquels je renvoye 3 1 ) ,  en 

mbornant ici 3 souligner que les phases essentielles de la 

dgmonstration sont 

a) grace aux theorsmes de rggularite des solutions des inequg 

tions variationnelles (cf. 14 ) la solution w de (3.35) sati - 
sfait: 

(3.36) w e  w~"(D) pour tout p fini; 

en particulier on a (3.16) ; il defini par (3.28) est ouvert; 

et on a (3.37). 

b) gr3ce a (3.36) on peut appliquer le principe du maximum 3 

Wxf wy et demontrer qu'il s'agit de fonctions non positives; 

d'ici on tire que il est born6 superieurement par une fonction 

if qui satisfait (3.4) . 
Une fois obtenu le theoreme d'existence et unicite des 

solutions faibles, se pose le probleme de la regularitg; tog 

jours sans entrer dans les details jeme bornerai 3 remarquer 

que, en adaptant un discours de Caccioppoli '(cf . 1 15 1 ) on 
peut demontrer la relation: 
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: x + Y(x1 est analytique sur ]~,a[ ('O) 

et que, pour ce qui concerne la regularit6 de u,v, de (3.36) 

et (3.23) ou a u,ve wltP(a) pour tout p fini; il s'agit d'une 

regularit6 optimale car- on peut demontrer (cf. toujours 11 I ) 

que les relations u,ve W' '"(a) sout fausses. 

N.4.- On termine cet expose par quelques considerations 3 ca- 

ractsre numerique et par une vue d'ensemble sur les generali- 

sation de la methode. 

Pour ce qui concerne la resolution numerique des inequa- 

tions variationnelles on connaft des nombreux procedes 3 la 

fois mathematiquement rigoureux et pra-uement efficaces (cf. 

par ex. 1121). Dans 1101 on a etudie l1in6quation variationnea 

le (3.35) par discretisation en differences finies, et resol- 

vant le probleme discret par la methode de S.O.R. et projection; 

la comparaison avec les methodes "traditionnelles" indiquees 

au N.2 a montre un gain sensible 3 la fois du point de vue 

simplicite de programmation et du point de vue rapidit6 d'ex6- 

(I0) Pour un traitement systematique du problsme de la rcgula- 

rite de la "ligne de detachement" pour les solutions d'inequg 

tions avec obqtacle an,consultera la csnference de 

D. KINDERLE~TRER sur ce meme cours CIME. 
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I cution (cf. toujours 110/):11 est toutefois 2 remarquer que 

la m6thode est "correcte" mathgmatiquement dans le sens l'on 

obtient une suite {wh} de solutions approch6es qui converge, 

dans une topologie conv6nabler vers la solution w de (3.35); 

mais si l'on prend, comme "approximation" de 0 , l'ensemble 

de positivit6 fib de wh (analoguement.2 (3.28)) la convergence 

de wh 2~ n'assure pas, Si priori, la convergence de Qh a Q. 

Cette difficult6 a Bt6 surmontge en 151 oB l'on a montr6, qua 

l'on a: 

(4.1) Q = int6rieur de lim inf ah . 
h+ O+ 

Passons maintenant 3 quelques g6n6ralisations. Le cas 

de digues a permgabilit6 variable (a savoir dans lequel le 
h 

coefficient k figurant dans (1.3) n'est pas constant) pose 

de nombreuses difficult&. Dans 131 , 141 on a trait6 le cas 
-.. 

03 k(x,y) est constant par morceaux par rapport Ei une des 

variables et constant par rapport 2 l'autre (''1 ; dans 171 

o n  traite le cas de k(x,y) de la forme kl (x) .k2(y) mais sous 

des hypotheses restrictives sur la rggularit6 de kl,k2. 

Le cas 03 l'on a plusieurs liquides immisaibles de den- 

sites diff6rentes peut aussi Stre trait6 par la meme mgthode; 

dans 13 1 , 14 1 on 6tudie le problBme de la d6bouch6e 3 la 

11  ( ) Ce qui correspond Zi digues en plusieures couches, hori- 

zontales ou verticales, de mat6rieaux diff6rents. 
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rner d'une lame phrBatique (on a donc, outre que l'usuelle sur- 

face libre, une surface de sBparation entre la terre mouillde 

-par l'eau douce et la terre mouillde par l'eau de mer); (3.25): 

est remplacde par une ingquation 3 "double obstacle", les 

deux frontieres libres Btant obtenues come frontisres des 

zones de contact avec les deux obstacles. 

Dans ( 3 1 , ( 4 1 on a aussi 6tudid le cas oCl la parois 3 

contact avec le premier bassin est impermdable le long du 

morceau [cry 1y avec O<c<y . Dans ce cas la valeur de q n'estl 
1 

plus um& fonction explicite des donndes (a savoir a n ' a  

plus une formule du type (3.9)) et la condition aux limites 

sur w pour ce qui concerne le morceau {(O,y) Ic<y<yl), au liei: 

d'stre de type ddrivde tangentielle (cf. (3.18)) est de type 

dgrivde normale. Sur la partie restante de aD, supposant con-. 

nue la valeur de q, on peut Gvaluer les valeurs g (x,y) de 
q 

la trace de w; on peut alors construire, pour tout qt. &?, 

un convexe j~' du type (3.31 ) et la solution w du probleme 
9 q 

de minimum correspondant (analogue a (3.32)); les indquation$ 

assocides resolvent des problsmes aux limites de type mGl6 

(au lieu que de Dirichlet) pour lesquels, en gdndral, la valF- 

dit6 de (3.36) est fausse; dans 14 Ion a montrd l'existence 

et unicitd de une valeur qlP de q en correspondence 3 laquelr 

le la solution w satisfait (3.36); ce qui a permis encore 
q* 
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de conclure avec un theoreme de existence et unici'tB. Un algg 

rithme numerique (a caractsre physique-euristique) entroduit 

4 
dans 131 pour l'approximation de q , B Bt5 complstement justh 

fi6 dans 151.  

Pour ce qui concerne la possibilits de adapter la methode 

B des digues de g6om6trie plus compliqu6e on peut remarquer 

que, si la. parois adkacente au bassin de droite n'est pas 
L 

verticale, devient fausse l'une des relations fondamentales 

de la mgthode, a savoir la validit6 de (3.27) , (3.28) ; donc 

on va supposer que la parois de droite est verticale (I2). 

Sous ces restrictions les relations obtenues au N.3 re- 

stant encore valables jusqu'a (3.18) inclue; toutefois (3.3 81 

(et l'analogue de (3.19) qui donne wx=-q sur AB) fournissene 

pour w, au lieu que des donn6es de Dirichlet, des donn6es du 

type "d6rivBe oblique". L'Btude th6pique des inequations cord 

respondentes, dans le cas g6n6ra1, n'd pas encore Bt6 aborde; 

dans 3 , 4 on s'est born6 aux cas particuliers correspondeqts 

3: base horizontale et parois inclin6e; ou base inclinee et 

12 ( ) Des essai.num6riques faits avec parois de droite incli- 

nee suggsrent que la methode devrait marcher aussi dans ce 

cas, quitte 2 introduire des solutions "a plusieures parame- 

tres"; par exemple, outre 3 la valeur du debit q, l'abscisse 

sdupoint + m a -  si  f?apamis vexticale; CF.~POUII. 
plus de details, 1 5 1 ) . 
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parois verticale (I3). I1 s'agit encore dfBtudier une farnille' 

d1in8quations (I4) dependante du parametre q, la bonne valeur 

du parametre &ant 3 individuer par moyen d'une "condition de 

r6gularitb" de type (3.36) . Dans 14 1 on est arrive jusqufau 

theorerne d'unicitg; le th8orSme d'existence a BtB donne dans 

18 1 par une methode "num8riquef', en passant 3 la limite sur 

des "solutions approchees" . 
D'autres problemes analogues, tels que le probleme mods- 

le en presence de evaporation et le probleme de l'eau qui 

filtre a travers les parois permeables d'un canal, ont 6t6 

recernment Btudi6s par la methode ici proposge (cf. respecti- 

vement d 9  et 40 ) . ' 
Je voudrais f inalment conclure en rappillant que la m6 - 

thode decrite dans le N.3 pour transformer un problsme 3 fron 

tiere libre dans une inequation variationnelle (ou 6ventuelle 

I 
ment dans une famille, a un ou plusieurs paramstres, dingqua- 

tions) semble avoir un domaine d'applicabilite plus ample que 

13 
( ) Plus recernment, dans 191 , o n  est arrive 2 traiter le 
cas oil le parois et la base sont toutes les d e w  inclin6es; 

il sfagit d'un problsme de I'dErivGe oblique qui saute", donc 

de type non variationnel. 

14 ( ) Qui traduisent un probleme de derivee oblique, donc la 

forme a ( 5 , ~ )  qui. intervient dans (3.35) nlest plus syrnetrii 

que et le probleme n'est plus equivalent a un probleme de mi- 

xblUnL 
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Celui relatif aux mouvements de filtration; elle a en effet 

qui sourgissent dans l'btude de problemes de fluxe de fluides 

compressibles autour d'un obstacle (sans ou avec sillage) et, 

dans un contexte un peu different (probleme dt6volution au 

lieu que stationnair) 2i 116tude d'un probleme de type Stgfan: 

mais pour ces problsmes je renvoye au cours de M. DWAUT dans 

ce meme volume. 
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INTEGRALES CONVEXES DUALES 
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(Univ. de Montpell ier)  

I n t r o d u c t i o n .  Dans l a  premiere  p a r t i e  de c e  p a p i e r  on demontre  deux 

thCoremes de  d u a l i t 6  d e s  i n t 6 g r a l e s  convexes;  Dans l a  deuxieme p a r t i e ,  

on donne deux thCoremes de f e rme tu re  d i r e c t e m e n t  l i e s  au  probleme de  

r z f l e  d ' u n  convexe Btudi6  p a r  Moreau ( [7]., prop. 8.1 ) .  

En c e  q u i  concerne  l ' e t u d e  sys t ema t ique  d e s . . i n t G g r a l e s  

convexes e t  l e u r s  a p p l i c a t i o n s ,  on r e n v o i e  aux t r a v a u x  de R o c k a f e l l a r  .. 

( [a] , [91 , [ l o ]  , [ l l ]  ) , Cas ta ing  ( [31.) e t  V a l a d i e r  ( 614.1 . 

I - ThCoremes de  d u a l i t 6  des  i n t C g r a l e s  convexes  

Notat ions .  S o i e n t  T un e space  loca lemen t  compact p o l o n a i s  muni d ' une  

mesure de Radon p o s i t i v e  p ,  E un e s p a c e  de Banach r e f l e x i f ,  E' son 

d u a l  f o r t .  Une a p p l i c a t i o n  v de T dans  un e space  t o p o l o g i q u e  e s t  d i t e  

F-mesurable s i  e l l e  e s t  Lusin  p-mesurable [ [ I ] . ) .  S i  f  e s t  une fonc- 

t i o n  convexe semi-cont inue i n f e r i e u r e m e n t  s u r  E tt v a l e u r s  dans  

1-W, +a] non p a r t o u t  C t a l e  L +a , s a  d u a l e  g e s t  d e f i n i e  p a r  

g ( x ' )  = sup [ < x l ,  x> - fix)]- ( x '  r E l )  
x e E  

S i  K e s t  un convexe ferm6 non v i d e  de E, on des igne  p a r  6(.,  K) 


