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STABILITE ASYMPTOTIQUE POUR DES PROBLEMES
DE PERTURBATIONS SINGULIERES.

P. Hahets[*}

1. INTRODUCTION.

Considérons le probléme de la stabilité de l'origine pour une égua-
tion

x = Flt,x,y.e)

(1.1}

ey = glt,x,y,€)

ol € > 0 est un petit paramétre. Pour ce type d'éguation il est usuel de

considérer le systéme réduit obtenu en posant formellemept € = 0 dans (1)

x = flt,x,y,0)

(1.2)
0 =glt,x,y,0)
et 1'équation des couches limites
gy . ;
= glt,x,y,0], {(1.3)

ds

od t et x sont des paramétres.

L'idée fondamentale de ce traveil consiste & établir la stabilité
asymptotique uniforme de 1'origine pour (1.1) & pertir de propriétés simi-
laires relatives aux équations (1.2) et (1.3). Cette méthode a été exploi-
tée pour les systémes linéaires par B.S. Razumikhin [10], A.I. Klimushev
[6], puis par R.R. Wilde et P.V. Kokotovic [11]. Pour des systémes plus
généraux, ces résultats ont &été complétés par A.I. Klimushev et N.N.
Krasovskii [7], en utilisant 1'approximation linéaire, et par F.C.
Hoppensteadt [5], en utilisant directement les propriétés des solutions
des équations (1.2) et (1.3).

(+) Chergé de recherches du Fonds National de la Recherche Scientifique
(Belgique).
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Comme nous le verrons ci-dessous, ces résultats font usage d'hypo-
theses assez fortes dont la nécessité peut 8tre illustrée par des contre-
exemples. Ainsi 87 les fonctions f et g dépendent de €, l'origine solution
de (1.1) peut étre instable bilen que les solutions correspondantes de (1.2)
et (1.3) sotent asymptotiquement etablee. Soit le systame

x = - x(x2-g?)
ey = -y

dont la solution nulle est instable bien gue les solutions nulles du sys-
teéme réduit

-
x = - x3

et de l'égquation des couches limites

solent asymptotiguement stables. Ce type de résultat n'est pas propre aux
perturbetions singuliéres mais plutdt aux systémes dépendant d'un paramétre
et motive 1'introduction d'une définition de stabilité totale ou plus pré-
cisément de consistance [2]. Par ailleurs, i1 faut imposer des conditions
de stabilité asymptotique sur le systéme réduit (1.2) et 1'équation des
couches limites (1.3). En effet L'origine solution de (1.1) peut &tre ins-
table bien que l'origine du systéme reduit (1.2) soit stable et que la so-
lution correspondante de (1.3) soit asymptotiquement stable.

Soit le systéms complet

;(1=2X2
Ry WL T Y
ey =X1'¥
dont 1'origine est instable bien que pour le prabime.réduit

.
X) = 2Xg, Xz = = 2%
y = %

l'origine soit stabls et qu'a 1'éguation des couchss limites

., -
o

corresponde la solution y = x; gul est asymptotiquement stable. Finalement,
1'origine peut &tre instable pour (1.1) alors qu'elle est asymptotiquement
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atable pour (1.2) et que la solution correspondante de (1.3) est stable.
I1 suffit par exemple de considérer le systéme.

x == x%+ (yieyd)x
€§1 =¥
Ey2 = - Y1

2. NOTATIONS. HYPOTHESES GENERALES.

Considérons le systéme complet

T flt,x,y) (2.1

ey = glt,x,y)

ol x ERP, y€ERM, t € ]0,o[ et € € 10,E[. On y associe le systéme réduit

x = flt,x,y) (2.2)
= glt,x,y)
‘et 1l'équation des couches limites
%‘é = glt,x,y) (2.3)
ol s est la variable indépendante et ol t et x sont des parametres.
Dans la suite, nous supposerons qu'il existe une fonction
y = h(t,x) telle que
- glt.,x,h(t,x)) =0
et pour tout y # h(t,x)
glt,x,y) # 0.
Deés lors le systéme réduit (2.2) psut s'écrire
x = Flt,x,h(t,x)) (2.4)

Finalement nous ferons 1’'hypothése f(t,0,0) = 0 et g(t,0,0) = 0 (ce qui
implique h(t,0) = 0), et nous supposerons les fonctions f,g et h assez
réguliéres pour qu'il existe une solution unigque aux problémes de condi-

tions initiales relatifs aux équations (2.1), (2.3) et (2.4).
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Nous utiliserons dans ce qui suilt des fonctions auxiliaires
V(t,x,y) dont nous calculerons les dérivées le long des solutions des
équations (2.1), (2.4) ou (2.3). Par exemple

It

D21)VIt,x(t), y(t)) = lim &

240+

{V(it+l, x(t+2), y(t+R)) - V(t, x(t), y(t))]
ol x(t), y(t) est une soclution du systéme (2.1].

Introduisons encore les notations
B = {x €R" : IIxll < p}
Bp = {G,y) €RMM ¢ I (x,y)ll < p}

ot Hix,y)l = max CIxll.llyll). Finalement, une fonction réelle, de veriable
réelle, a(r) sera dite de classe K si elle est continue, strictement crois-
sante et nulle & l'origine. On notera alors a € K. D'autre part une fonc-
tion réelle, de variable réelle, d(r) sera dite de classe £ si elle est
continue, strictement décroissante et telle gque o(r) + 0 si r + «. On no-

tera g € L.

B. RESULTATS PRINCIPAUX.

Nous introduirons tout d'abord un théoréme dont 1'intérét et la
difficulté résident plus dans 1l'agencement d'hypoth&ses raisonnables que
Hans sa démonstration qui est fort simple. De plus, ce théoréme est fonda-
mental en ce sens que la plus part des résultats que nous présenterons

s'en déduiront.

THEOREME 1. Supposons qu'il existe des fonetions de classe C!
VR i 10,=[ x Bf >R, (t,x] =+ Vplt,x)
VoL ¢ 10,[ % By >R, (t,x,y) » VpL(t,x,y)
deg fonctions a et b de classe K et des constantes positives K et L telles
que :
(1) alllxll) < Vg(t,x) <bllxll) ;
(i1) D(zx)VR(t,x) < - lixll? s
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(1ii) ™ < Lixll s
(iv) allly-h(t,x3l1] < Ve it,x,y) <bllly-hit,x)l)
(v) Di23)VeL (tox,y) < - Kly-hit, )2 ;
(vi) |§{-CL < Uly-httll ly-hee,xIl + xl),

e < uiy-nteaal
fyii) I (t,x,y) = FlE,x,h(t,x)) < Wly-hit, )l
(viii) flt,x, )l < LUixll + fly-hit.x))
(ix) thit,x)l < bClixl).

Alors, pour € assez petit, l'origine, solution de (2.1), est uni-

formément asymptotiquement stable.

Remarquons gqu'il n'y a pas de perte de généralité & utiliser les
mémes fonctions a et b ou les m8mes constantes K et L dans des hypothéses
différentes. En effet si par exemple il existe des fonctions a' € K et
a" € K telles que

a'llxll) < Vp(t,x), ally-hit,x)) <vp (t.x,y)

la fonction

al(r) = min(a’'(r), a"(r))
satisfait aux hypothéses (1) et (iv).
Démongtration. Considérons la fonction V = Vg + VpL. On vérifie que

D213V = D(za)Vg * %‘:_R (Flt.x.y) - Flt,x,h(t,x)))

& D;zj!Vg 5 a:EL + E%EL flt,x,y)
€ X

< - KiIxl? + L2l ly=hit,x)
. guy-mt,x]uz + (+LIL Nly=h(tll ly-hee,sll + Ixl)

< - KlIxll? + (#2000 lxll Hy-hit,x)l - (% - (1+LIL) Nly-hee,xlt?
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gst définie négative pour € assez petit. Dés lors les hypothéses du théo-
reme de Lyapounov sont satisfaites et, pour tout € assez petit, 1l'origine

est uniformément asymptotiguement stable. C.Q.F.D.

Les hypothéses du théoréme 1 peuvent paraltre trop compliquées. Dés
lors, pour mieux en comprendre la portée nous allons donner des théorémes

d'existence des fonctions VR et VL.

LEMME 1. Supposons que
(1) les fonctions f et h possédent des dérivées partielles continuee et
bornées dans D = ]0,»[ x By et que
(11) la solution x = 0 de (2.4) soit exponentiellement stable.

Alore 11 existe une fonction VR(t,x) satisfaisant aux hypothéses
du théoréme 1.

La démonstration de ce lemme se déduit d'une condition nécessaire
et suffisante de stabilité exponentielle [3 - p273, théoréme 56.1].

LEMME 2. Supposons que
(1) les fonetions g et h posaddent dee dérivées partiellee continues et
bornées dans D et

2h 3
Iﬁ’ Fo| <LK+ lly=nte.xl)

(11) la eolution y = h(t,x) de (2.3) est exponentiellement etable unifor-
mément en (t,x), c'est-d-dire

(30,8 > D) (¥t,x) lly(za)(sst.x,y) - hit,x)l ﬁéaﬂy—h(t.x)ﬂs-as

ol y(23)(sit.x.y) est la solution de (2.3) telle que Y(23)0it.x,y) = y.
Alore il existe une fometion Vg (t,x,y) satisfaieant auxr hypothéses
du théoréme 1.

Démonstration. L'existence de Vg (t,x,y) se déduit d'un calque de la dé-
monstration du lemme 1. Considérons la fonction

S
Ve (E,x,y) = ] ly(as)tsit.x,y) - hit,x)l*ds,
0
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ol S est une constante gue nous déterminerons ci-dessous.-Sans perdre ds
généralité, on peut supposer lyll2 = Z yi. Ensuite, du caractére lipschit-
zien de g, on déduit que

(38" > 00+ ly(gs)(sitaxay)-ht,ll > ly-hit,x)lle ®'S
et, si S est assez grand.

2 [° -28's 2
VoL = lly-h(t, x)ll I e ds = lly-h(t,x3lI*/748". (3.1)
0

D'autre part, on déduit de la stabilité exponentielle

S
VoL <o lly-hit,x)ll? I

o 2
8 2B%s <& fly-n(t,x)lI2.
b 2B

Finalement, si S est assez grand,

S .
Dras)VeL = [E% JU lly(zs)(Ost.x,yls,t,x,y)) - hit,x)?dolg=q

d s+S
[E;-J ly(os)tustax,y) - hit,x)l2du)g=q
S
= lly(2s)(Sstaxayd = hit,xIN? - Ny-hit,x)?

<

ly-hit,x)ll2/2, (3.2)

Fixans maintenant § assez grand de sorte queiles inégalités (3.1) et (3.2)

soient satisfaites. On calcule ensuite

S
aveL J dy(23) _ 3h
—_— =2 ( (s:t,x,y) - hit,x), 2221 - ==—=)ds.
at o y[ZJ] s Xy X 9t at} 8
Puisque z = ayizs] est solution du probléme de Cauchy
g% = %éft.x.y[zg)Jz + %%[t,x,y(gjjl, z(0) = O,

si K est une constante générique, on a l'estimation

S -
Haytz.nl & J ”ﬂE“e'“s o <Kdlixll + ly-hit,x)l)eks
ot p N3t
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st

5
|3VDL| <L olly-htt.xdlla B Kalixl + Ny-het,x)e%ds

< Klly-htt, )l (=l + lly-h(t, =)l

‘De méme on calcule

S
VoL ) _ Ay (23) = 8h
= 2 L (y(23)(s5t.x,y) h(t,x), —— - <) ds

9y [2.3) "
Or z = =2 est solution du probléme de Cauch
—_— p Y

z = %5 (tixs¥(23))z * %f[t.x.y[zj]), z(0) =0

et, dés lors, satisfalt & la relation

<

|3Y(23}

|=€ KeK 5
On en déduit facilement comme ci-dessus

laVCLl < Kliy-nte, 2l C.Q.F.D.

On peut particulariser ces lemmes au cas ol 1l'approximation liné-
aire des systémes correspondants est uniformément asymptotiquement stable.
Introduisons tout d'abord une extension assez triviale d'un résultat clas-

sique de Liapounov [4 - Lemme 1.5 p285].

LEMME 3. Soit D(t) une matrice d'ordre m, continue, bormée ainsi que sa
dérivée. Supposons que les parties réelles des valeurs propres de D(t)
sotent inférieures d une constante - Y < 0.

Alors il existe une matrice M(t) continue bornée ainsi que sa dé-

rivée, telle que
M{t) D(t) + DT(t) MOt) = - In

ou I est la matrice wnité d'ordre m, et il existe dee constantes k; > 0
et ka > 0, indépendantes de t telles que
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kallyll 2 < yT M)y < kallyll 2.

La démonstration consiste & vérifier que la fonction
® pt)Te D(t)
M[t)=Je 99 4o
a

convient.

LEMME 4. Supposons la fonction g € C! de la forme
glt,x,y) = D(tly + G{t.x,y),

ou D(t) est une matrice d'ordre m satisfaisant aux hypothéses du lemme 3
et G(t.x,y) est tel que

G(t,0,0) = 0, T Ol (x,yll, T 01, Sy o(1).
ou les symboles d'ordre 0 et 0 eont uniformes en t.
Alors ©l existe une fonetion VpL(t.x,y) satisfatsant aux hypothéses
du théoréme 1.

Démonstration. Il existe p > 0 tel que, dans un voisinage By de 1'origine,

la fonction y = h(t,x) existe, est dérivable st

a—h = - +3_G- -1 ﬁ =
A tox) = - (0(%) aytt,x,htt,xm e LexanlE,x)) 0w,
" dhy,. = ' - -
hilt,x) = (£, E4x)x = Olixil)s i = 1,.0.,m, E5 € [0,1],
%%(t,x] = - (0(t) + %g{t.x,htt.xlll'l (BCtIntt,x) + %%[t,x,h(t,xnl= Oclixll ).

Par ailleurs, scit M{t) la matrice définie par le lemme 3. Dés lors, la

démonstration s'aché&ve en montrant que, si p est assez petit, la fonction
VoL = (y-h(t,x))T M(£) (y-h(t,x))
satisfait aux hypothéses du théoréeme 1. C.Q.F.D.

L’ensemble des lemmes 1, 2 et 4 permet de reformuler plus simple-
ment le théoréme 1.
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THEOREME 2. Supposons que :

(1) les fonctions f, g et h possédent des dérivées partielles continues
et bornées dane D = 10,=[ x By ;

(11) la solution x = 0 de (2.4) est exponentiellement stable ;

(111) ou bien

ahi |3g :
at|' latl < LUxll + Ny-htt,x)

et la solution y = h(t,x) de (2.3) est exponentiellement stable uniformé-
ment en (t,x),
ou bien g est de la forme

glt,x,y) = D(t)y + G(t,x,y)

ou D(t) et G(t,x,y) satisfont aux hypothéses du lemme 4.
Alors, pour € assez petit, L'origine solution de (2.1) est unifor-
mément asymptotiquement stable.

Pour un systéme linéaire

n

Alt)x + B(tly
Clt)x + D(tly

(3.3)

ey

ce théoreme se simplifie encore.

COROLLAIRE 1. (A.I. Klimushev et N.N. Krasovskii [7]). Supposons que :
(1) les fonectione matricielles Al+), B(+), C(+), D(*) sont continues,
bornéees, ainsi que leurs dérivées ;

(11) les parties réelles des valeurs propres de D(t) sont inférieures d
une constante strictement négative ;

(111) la solution x = 0 du probléme réduit

x = (A-BDC) (t)x

eat uniformément asymptotiquement stable.
Alors, pour € assez petit, la solution x = 0, y = 0 de (3.3) est
unti formément asymptotiquement stable.
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4, APPLICATION. - VOL LONGITUDINAL DU PLANEUR

Les équations d'un planeur qui se meut dans un plan vertical fixe,

s'écrivent .
my

1

e 0% Cp(B-YIV® - mg sin ¥

mV§ = p% CL(B~YIVZ - mg cos Y

(4.1)
b = g
elq = p§21—]- Cpo(8-YIV2 + p-Si?— Cmg (8-Y)Vg

ol les coefficients aérodynamiques Cp, C|, Cpp et Cpq sont des fonctions
analytiques de l'angle d'asttague a = 8 - y. Dans ces éguations, € est un
paramétre proportionnel aux dimensions du planeur. En € = 0, on obtilendra

denc un modéle ponctuel du planeur.

Soit ag tel gque Cyplag) = 0. Alors les équations (4.1) possédent la
solution constante

2 _ 2mg cos Yo (4_2]

Cplap) 2
( Js 9% = uf - pS CL(ag)

TL (@)
p=10, 6 =1y +* o

¥ 5 g @ are 1§

qui correspond & un vol rectiligne et dont on étudiera les propriétés de
stabilité. Remarquons gque le changement de variables

V - Vg 6-vYg-0o

Y - Yol ¥ q

x
I

raméne.le systéme (4.1} & la forme (2.1). Nous n'effectuerons pas cette

transformation de fagon & garder des variables usuelles, mais les théo-

rémes du § 3 seront appliqués implicitement au systéme transforms.

Le systéme réduit correspondant & (4.1) s'écrit

mo= - p-g- ColaglV? - mg sin ¥
(4.3)
mV? = p% CL[an]VZ - mg cos y

et n'est autre que le modéle étudié par F.W. Lanchester [8]. D'autre part
1'équation des couches limites

do _
= "9 (4.4a)
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14 - o% Cno(8-YIV? + 02 Cng(6-Y)Va (4.4b)

admet la solution constante
8=y+ay.,q=0
qui définit la fonction h{t,x)
6-Yo-0| [v-7e

y = g = o |- hit,x)

La stabilité exponentielle de la solution V = Vg, Y = yq de (4.3)
se déduit de la méme propriété pour le systeme linéarisé (cfr. [3 - p273,
théoréme 56.2])

™y

- pSCplag)Vgxy; - mg cos Yo X2

mvoiz PSCL(aglVox1 + mg sin Yg X,

qui est expcnentiellement stable si

Bl # 0 (4.5)

Cplog) cos Yo - Cplag) sin yg > 0

D'autre part on #&tudie facilement 1'égquation des couches limites &
partir du lemme 4. En particulier

0 1
D(t) = 'prC'mD[G-D]V% pPSbChpg (0n) Vg
21 21 !

dont les valeurs propres sont négatives si

-

Cmgleg) <0 et Cmolog) <O (4.6)

Finalement, si les conditions (4.5) et (4.6) scnt satisfaites, 1le
théoreéme 2 est applicable =t, pour € assez petit, la solution (4.2) est

uniformément asymptotiguement stable.

5. UN RESULTAT COMPLEMENTAIRE.

L.'idée fondamentale du théoréeme 1 consiste & utiliser une bonne

"combinaiscn” des fonctions suxiliaires naturelles VR et Vpp qui permette
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l'utilisation du théoréme de stabilité asymptotique uniforme de Liapounov.
Dans cette section nous introduirons d'autres résultats en modifiant 1la
"combinaison"” de ces fonctions auxilliaires. On pourrait asussi songer a

baser la démonstration sur d'autres théorémes de stabilité.

THEOREME 3. Supposons qu'il existe une constante L > 0 et des fonetions
de classe C!

Vg ¢ 10, x Bg +IR, (t.,x) =+ VR(t.x)

J0,e[ x Bp + R, (t,x,y) =+ vVgLlt,x,y)

telles que

(1) alllxll) < vgt,x) <blllxll), 2a€ K, b EK ;
(ii) : Di2s)VR{t,x) < - cllxll), c €K ;
(111) IBVF*& 2 Ly

(iv) allly-n(t,x)l) < vpLlt,x,y) <bUly-hit,x)) ;
(v) DrasyVoL(txay) < - et lly-nie,)ll3, ¢ € K
(vi) ’3"0‘ : )BVCL‘ <L ctty-hit )
(vii) ll-F(t.x,yJ - Fltux,ht,xD < blly-hit, <))
(viii) It %yl <L ;

{ix) Thit, )l <bUlxl)

Alors pour tout € assez petit, L'origine, solution de (2.1), est

untformément asymptotiquement stable.

Démonstration. Définissons une fonction dérivable k : [0,Lp] + IR, de clas
se K, telle gue

(@)  k(r) < a(b? [51E ctb? (r))1) ;

dk
(8 k'(r) E;[r) € K.

Considérons ensuite la fonction
V = max(k(VR), VgL ).

On vérifie tout de suite qu'il existe des fonctions a et b de classe K
telles que

alll (x,y)l1) < Vit,x,y) <BUx,y)). (5.1)
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Par ailleurs, on évalue la dérivée a droite BEZJ]V en considérant les cas
suivants :
1° 81 V = k{VR) = VgL Z allly-h(t,x)ll), alors par (a)

g ~B

5 S (VR)) = bllly-hit,x)l)
et

VR
D22)k(VR) = K'(VR) [Drau)VR + —=(Flt.x,y) - FlE.x,h(E,x) )]

< - k' (VRIleb™ (VRI) - L billy-hit,x)I]
< - kT v)) et (kT V)2,

2° S1 k(VR) SvgL = V
S nga,al gL & 3VCL _SL flt,x,y)
<- G- Lue et ).

Ensuite on en déduit aisément qu'il existe c € K tel gue pour € assez pe-
tit '
D'fz.l;v <- cW)

ce gui joint & (5.1) démontre la stabilité asymptothue uniforme de 1l'ori-
gine. C.Q.F.D,

Remarque 1. On peut démontrer dans les mémes hypothdses la stabilité équi-
asymptotique en utilisant la fonction
V = Vg + VcL.
Il faut cependant utiliser un théoréme d'attractivité plus élaboré [1 -
théoréme 11] et un lemme de stabilité asymptotigue partielle en y [5].
2. Bien que l'hypothése VI soit satisfaite dans des exemples par-
ticuliers, il semble qu'elle restreigne fortement le champ des applica-

tions possibles.
Le corollaire suivant est relatif au cas h(t,x) = O.

COROLLAIRE 2. (F.C. Hoppensteadt [5]) Supposons que

(1) £ et g sont de clasee C' ;

(11) Ia solution x = 0 de (2.4) est uniformément asymptotiquement stable;
(ii1) la solution y = 0 de (2.3) est uniformément asymptotiquement stable

dang le sens suivant :
|¥(23) (850, %0,y0) | <Kﬂygll pls), s >0, 0<A<1, pe L,



