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B. Malgrange
INTRODUZIONE
Notazioni
[Rn t x = (Xg90000%y)
k= (k1,....k ) e Nn (N interi non negativi)

n
lx| = ik ' xt =T k, !
3=1

n k
=T &, °?
3=1 J
k
P(x)=Z a, X ake( v pe N
k| < p
1 2
= -b greey v = T
B 4 0 -')n) I 2ms 'bxj

P(D) =Z a nk
lkltp k

P(D)5 —_ P(S ) 3: trasformata di Pourier
*
P (D) aggiunto ai P(D) , ciod

¥ gy e (@Y |Y¥) = (g |2* (DY), qove ()2
il prodotto scalare in LZ, e gD indica 1'insieme delle funzioni

definite su R y indefinitamente differenziabili e a supporto
compatto.

% (D) = ¥(D) =Z g, "

k)< p
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k|
P
P (x) = E &) ey oK px)
'ax11... .bxkll
n
“ = norma in L2
(ely)= g(:f") , per g €' , :feocl), dove )' & il duale
di o‘() .
P(x,D) = Z ak(x) Dk y operatore differenziale a coefficien-

lkl¢p
ti variabili che per semplicitd supporremo indefinitamente dif-

ferenziabili.
*
P (x,D) = aggiunto di P(x,D)

p @& il grado di P(D) o P(x,D) , cio® non & g, = 0, ¥ |kl= p;
o a(x)=z 0,¥ |k

P .
p(D) = kZ ay Dk » parte principale di P(D)
|| =p

p(x,D) = lL ak(x) Dk » parte principale di P(x,D).
ki=p

Identitd di Leibniz

- 1 k)
(1) P(n)(f.g)=z_—k—l 2 (D)2pe

k
Verifichiamo la (1) per f,g € %) . Essa verrd nel se-

guito usata anche per f, g g’,{/) y ma si vedrad allora, volta per
volta, che nei casi che interesseranno essa vale per estensione
del caso gqui considerato.

Essendo f, g ¢ o?.) potremo allora usare, per la verifi-



B. Malgrange

ca della (1), la trasformata di Pourier classica con tutte le
sue proprietd che si stabiliscono direttamente.

Avremo allora che, se
F
2 ey B
1 '—?—) G »
allora t P(D)(f.g) .3; P(; )o(F G)(g )e
2% )(® % 6)(%) =5P(g)?(g—1)c(f[)dq -
=gr(3-q Y 10N = sy Jay =
K
- (& L #®eg-) Mg -acan -
S?(k)( k _
S'T)F(E-?)Q G("[)dvl =
- [P(k)(B P(§ ﬂ* [§ka(§ )}
I-'}'(r(k)(n)f)J *[:"3" (Dkg)]
. i o
-i-; £ I_P(k)(n)f.n g] -4 [ Z_k,:..-p(k)(n)f.nkg]

k

kM rMr™Mr™

e quindi, essendo ?F iniettiva, la (1).
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CAPITOLO I

CONFRONTO DI OPERATORI DIFFERENZIALI

1. Una disuguaglianza per un problema di esistenza.

Consideriamo il seguente

Problema 1.1.

n
nsia ) un aperto di R , P(x,D) un operatore diffe-

renziale a coefficienti wariabili definiti su .Q_ » sotto gquali

condizioni si ha
2
(1.1) 2xD) 328D > 15D,

cioeé sotto quali condizioni 1'equazicne :

(1.2) P(x,D)f = g

2
& risolubile in L ({) per ogmi g € L2(L)."

Osservazione 1.1.

La uguaglianza (1.2) va intesa nel senso delle distri-

buzioni, e cio2

(1.3) B(x,D)f = g (£ |BxD)Y) = (g 1y ), ¥ ge <0 (L)

Dimostreremo il seguente :

Teorema 1.1.

"La (1.1) vale se e solo se 3 una costante C, per

cui

(1.4) Iyl <c llr*(x,n)yﬂ y ¥ Saefz')(Q}.-
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Dimostrazione

Camineiamo col far vedere che (1.4) = (1.1) :

sia infatti g ¢ Irz(.Q), si tratta di trovare f ¢ L2(_Q_)
per cui si verifichi (1.3).

Ricordando la rappresemtazione dei funzionali lineari
continui su I:z(ﬂ), si tratta di far vedere che esiste un funzio-
nale antilineare continuo in Lz(ﬂ) (e basta definirlo in @ (.O_))
il quale su P* (x,D) & (£2) verifichi (1.3).

Indichiamo con (f| ) il funzionale cercato. Osserviamo
che (1.3) definisce (£|) su Blx,D) D (L), infatti se
P“(x,D)\f =0= ‘f= 0 per la (1.4).

Resta quindi solo da far vedere che (f|), cosl defini-
to, & continuo su P* (x,D) & (LL) (cfr. Teorema di Hahn-Banach) e
questo & facile conseguenza della (1.4), infatti :

2|2 xug)| = (e | ¢ (| ell gl cclell-][2* gl
e ciod @
|2l2* xm¢)| ¢ e |l 2* x> g |

da cui la continuita.

Mostriamo ora che (1.1) =) (1.4) :
Per questo indichiamo con E 1'insieme degli elementi f ¢ Lz(.Q)
tali che P(x,D)f € Lz(.o.). Abbiamo allora che (1.1) egquivale a

(1.5) P(x,D)E = 112(-0.) .

E @& ovviamente spazio lineare; su di esso consideriamo

10
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la norma || |[| definita aa

(1.6) | ¢ “]2 - "f”a + ||2(x,)2 ”2 ;

E' ovvio che con tale norma E risulta completo, ciog

di Banach, e che l'applicazione
(1.7) P(x,0) : E — 12(§2)
f — P(x,D)f

& lineare, continua e surgettiva.

Bssendo E ed IL°({L) spasi ai Bensoh, e la (1.7) una ap-
plicazione lineare continua e surgettiva, si ha, per un teorema
di Banach, che 3 C tale che

(1.8) 3 £fe E con "lf,“gc e P(x,D)f = g ; per ogni
g € I.uz(ﬂ) con “g” o

Dalla (1.8) segue allora facilmente la (1.4), infatti:
”‘f"— "“ gly) l |(P(x,n}f]t_g)‘

(£ P(x D)y ) swp  |(£]2%(x,D)¢)
m:mcc' | Y' £ oI

" siup le || - || 2* D)yl = ¢ I P (x,D) “ .

c.V.d.

11
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2. Un_teorema di esistenza per operatori a coefficienti co-

stanti.
Dimostreremo il seguente :
Teorema 2.1,
"Sia () limitato e P(D) a coefficienti costanti, allo-

ra
2 2
(2.1) P(D) L () > 1 (€2) .»

Dimostrazione
Per il Teorema 1.1. si tratta di far vedere che ‘3 c
tale che valga

22 g llecllzmyl| , ¥ geDD .

Osserviamo che

" E(D)lg " = " P(D)‘f “ , in quanto P(D) e P(D) commu-

tano, e percid la (2.2) pud scriversi

(2.3) || g(lcc lzme| o+ ¥ ye DD .

Paremo vedere che 3 C per cui vale

24) [z o¢ll¢ ooy, ¥y

dove C = C(p,<1) dipende da S 1 (precisamente dal diametro di
1) e p (grado di P).
Provata la (2.4), se ne ricava, con lo stesso ragiona-

mento

I 2y o < ¢ B(D) | ¥ 92D, o= o)

12
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3 P(¢)
£

) e quindi

(Pi(D) & l'operatore associato al polinomio

(disuguaglianza di Hormander)

(2.5) || P(k)(D)‘f (Isc |2 g “ v ¥ eV

dove C = C (p,fl, k). E 1la (2.5) contiene in particolare la (2.3).
Si tratta quindi di provare la (2.4). Per questo csser—
viamo che dalla identitd di Leibniz si ha

(2.6) P(D)(x,9) = x,B(D)§ + E%;r D)y , ¥ e (<L),
Quindi :
PI(D) g = 2i7.B(D)(x,4) - 21T .x, B(D)y

”P,‘I(D}'-g ” ® » 21T (B(D)(x,4)| B3(D) ) - 217 (x . B(D)y [ B{(D) ) =
= 2i‘ft‘(§;(D)(x1Lf)l§(D)'-)°} - id. = 247 (x, i;;(n)rf [i(n)\f) +

+ (P11(D)Y | B(D) g ) - 1ia.

B3 || %< e, || B @y | . |Eoy |+ o, || 21009 - |20k

+ oy ey - | Py -
Quindi

(2.7) "P;(D)'fnzg o HP(D)?H . ”P!I(D)'f,

N EROFI N D)y,
¥ t]oeo@(Q} ’

dove c; dipende dal diametro di 51., e precisamente da

sup |x1| é

13
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La (2.7) permette di provare la (2.4) per induzione su
p . Infatti la (2.4) si ha che vale certamente per operatori di
grado zero. Se d'altra parte essa vale per operatori di grado

p-1, allora, essendo P(D) di grado p & P!I(D) di grado p-1 e gquin-

di si ha
(2.8) [[23,m¢ | ¢ o B |+ ¥ pe DD
con c, = c(p-1,52)

Dalla (2.7) e (2.8) segue allora la (2.4).

c.ved.

3. Precisazioni sulla disuguaglianza di Hormander per gli o-

peratori differenziali a coefficienti costanti.

Consideriamo la disugugaglianza

o) [ glle o ey | ¥ €D ;

provata nel paragrafo precedente per il caso di Q limitato.
Abbiamo gid osservato come C dipenda da p e k e da L.
Vogliamo qui innanzitutto precisare quest'ultima dipendenza. Per

questo, fissato .Q_ y essendo ) €R, ;\> 0, consideriamo l'aperto
)«Q . {)x $ X € Q} .

Ci proponiamo di valutare C(l.ﬂ. y Py k), mediante C(_Q_ s Py K)o
Per questo osserviemo che, se ¢ € D A1), allora
\f (x) = l.f()x) € @ (.D.J. D'altra parte valgono le

14
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(3.2)  (R(DY)IAx) = B(5) (@)

(k)

.3 oo =2 yw ,

inoltre, se indichiamo Q(D) = P( ), si ha

Q(1;)

1
(3-4) (D) = _A_Iil . ? (‘}_) .

Quindi, scrivendo per Q(D) le disuguaglianza di Horm.,

5) ||y

ne segue :

¢ o 50 [yl yed ()

| (k)(D)?” c(fl, py k) "P(n)wfﬂ. %‘Te.@()ﬂ)

da cui, la disuguaglianza di Hormander vale in @( A€ con
G(JQ, p, k) verificante

)\IkI

k
(3.6) c(A, p, ¥) ¢ 1' Ic(.ﬂ., py k) .

Possiamo quindi affermare che vale la seguente @
Proposizione 3.1,

"Se ¢(fl, p, k) ¢ la migliore costante per cui vale la
(3.1), allora C(O., p, k) tende a zero per di_._a_in_-o. - 0."

Proveremo ora la seguente :

Proposizione 3.2.
"Vale la

2iftea,x) 1,(1.;)

(3.7) ”e | 2iflca,x >

(D)y ” < c(fl, p, k)-l e P(D)‘f ”

¥ a-eC.%f\Te D) .-

15
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Dimostrazione

Dalla identitd di Leibniz si ha
E 1 x (k) 2iTMca,x
— i 2
1-5’) {k o (D)'Lg . e 2

- eziﬂ'qa,xpp(ma)‘f .

21T ca,x»

(3.8) P(D)(e

Applicando allora la (3.1) all'operatore P(D-a) e alla
funzione el Tea,x > 3609(.()_) (se ?(9(.(2)), e tenendo presente
la (3.8) (che vale anche per P{¥)(D) in luogo ai P(D)), ne segue
la (3.7).

c.V.d.

4, Supporto delle soluzioni di equazioni differenziali.

Osserviamo innanzitutto che, dalla (3.1), per conti-

nuitd, vale 3

(4.1) "P“"(D)g“g ¢ [yl . ¥ ged® €

dove @p(.Q) indica lo spazio delle funzioni continue con le lo-

ro derivate fino all'ordine p e a supporto compatto contenuto in
Dimostreremo allora il seguente @

Teorema 4.1,

"Sia £ € C° e tale che valge :

N 1
(4.2) IP(D)f(x)’g o(x) 2 'P(k)(n)f(x) &2
%[ 71 |

(1)
Une disuguaglianza come la (4.2) vale per le f che sono solu-

o/ o

16
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con C(x) limitata su ogni compatto contenuto in 22 .

Sia |q un_insieme convesso e chiuso contenente il sup-
porto di f .
Q L i
Allora, per ogni a € » punto estremale di I y €8i-

ste un intormo di a in cui £= 0O .*

Dimostrazione

Per comoditi poniamo che a = O (origine) e che sia il
piano X, = 0 a separare a da ’-1 y ciod sia rﬂ {x; x1=01 = {5‘3 9
!ﬂn ix; x1(0} =6 .

Ricordiamo allora che per proprietd degli insiemi con-
vessi si ha, posto C_-={xt-r ;.1:145}3

»
(4.3) |?-—-)-)a per £— 0 ,
gquindi in particolare

(4.4) diam 1'; — 0 per §— 0.

Indichiamo, fissato £ 0 , con ¢ una funzione
oo
€ C (R) per cui valga :
1 per x., < §
(4.5) o (xq) = { !
0O per x, 2¢
Per la (4.3), se £ @& sufficientemente piccolo
<. f eo%)"(l" ). Allora applicando la (3.7) (anch'essa estensibi-

2
le a C,@I’(EE)) 8da= (-3 Opey 0) e Y=o of, siha

zioni di una equazione

e
P(D)f + L ak(x)P(k)(D)f =0, con ak(xJ continui (o localm. L ).

k] 71

17
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(4.6) “ e-)x1 P(k)(D)( X f) ” < e ” e-1x1 P(D)( f)” . ¥ 4

D'altra parte & @

_}, 2 ‘231 }x-l
“e *1p(0)(u :)" =Je ..... J[P(D)(f” dx +J ..... |p()et £ [%ax
X1 <E 1 -
Inoltre dalla (4.2) si ricava :
-2x x, 2 2% (k) >
(4.7) S TR Slr(n}f[ ix < c"g e S. 'P (D)r’ dx
x1<f X4q<¢E tklz“l
Quindi, dalle (4.6) e (4.7), si ha :
T -2 k 2
(4.8) “e *1p{ J(n)(ar;” ¢
X171
-2 x, X 2
¢ c_.c. czg ; SZ lp( ' ime fPax +
x4 <k Ikl %1

2( ~2 -“1
+C.C ge 5,?(1})(«:)1 ax con C_ costante.

x )E
4
Se § @ sufficientemente piccolo pud supporsi C cv. C <1

(efr.(4.4)). Allora, dalla (4.8) si ricava :

-2Ax
(4.9) je 152 lP( ){D)f 2dx£ c'"g

xX,4¢ lkl?’

2?:
JlP(D)(o(f)l 252

175

e C" non dipende da ’)\ « Quindi 1

-22x
(4.10) Se 1 gz | o )(D)f [2dx ¢ cl.cme At , A ).70

x1<.£ Ik'\'}
dove C! =5 [ IP(D)(-(:E)[ dx , ® indipendente da A .
x5t

Dalla (4.10) segue allora :

2(F -x )')
S o sees SZ ‘P(k)(n)flzu ccrem , X dyo

xq <t k| 3 1

18
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e (k) 2
(4.11) e SZ \P (n)f[ ax ¢om .ot , ¥ hyo
- 9 <-2§- k| 31
Percid deve essere @
(k) 2
y jz IP (D)£| dx = 0 , da cui in particola-

re l'asserto.

CeVaede
Dal teorema ora dimostrato segue facilmente il

Corollario 4.1. (Teorema dei supporti)
"X Lfeogp(ﬁn) si ha

(4.12) mv.conv.aupp."-f = inv.conv.supp. P(D)‘? "

Dimostrazione

Essendo ovvia nella (4.12) la inclusione " - " resta
da provare che " 5 " non & un'inclusione stretta. Per questo pro—
cediamo per assurdo, cioé supponiamo che la "™ O " valga in senso
gtretto. Allora esiste un punto estremale a di inv.conv.supp. ’53
che non appartit;sne ad inv.conv.supp. P(D) 1.-{: quindi neanche a
supp. P(D)"lji "

Quindi 3 una sfera di centro a , che indichiamo con

_(2, incuiP(D)’lff 0.

Allora, in -Q., 'Lf verifica senz'altro la (4.2).

Dal Teorema 4.1., applicato a "lf ,.Q. y al punto a ed al convesso

(1)
Ricordiamo che duvue insiemi convessi compatti coincidono se
e solo se hanno gli stessi punti estremali.

19
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lﬂ = inv.conv.supp. \f y si ricava che ’If ¢ nulla in un intorno
di a ; ma questo & assurdo essendo a punto estremale di invil.con.
sSupp. \.5: y quindi di supp. ‘Lg y qQuindi a € supp.'tf .

Ne segue l'asserto.

(1)

C.v.d.

Sempre come conseguenza del Teorema 4.1. diamo il

Corollario 4.2.

"Se £ ¢ C° o _verifica

(4.13) | Az2x |2 c'{

[2(0)] } , ¥ xel

dove Q¢ un aperto connesso di Rn, ed &, in un intormo di un

punto a1 SL, £z 0, allora £= 0 su (7 .»

Dimostrazione
Supponendo, per comoditd, che f sia nulla intorno all'o-

rigine, consideriamo la trasformazione

x
X~y —u 4 T= 'x|
r2
e la nuova funzione
f(x) T e—— f{x/r ) .
n-2
Poichd @ Af-—— Af ' f€C i a.nzif&@z(ﬂ)
r

dove Q ¢ il trasformato di ﬂ y € poicheé anche f verifica una
disuguaglianza del tipo (4.13), si pud vedere, applicando ad es-—

sa il Teorema 4.1., che f & nulla in insieme aperto e chiuso, al

(1)
Per regolarizzazione si mostra acilmente che il risultato
precedente & ancora vero per 1§€

20
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T~

tempo stesso, di Q (ovviamente non vuoto), d'altra parte, es-—
Fa—d L L

sendo Q , come Q » connesso, ne segue £ = 0 su Q e quindi

fEOsuQ.

c.v.d.

Osgervazione 4.1.

I1 Corollario 4.2. & banale per le funzioni armoniche

(poiché esse sono analitiche). Esso si applica pil in generale

alle soluzioni dell'egquazione

2f
At = Z a(x) + B(x)E .
i . 1 .
Con gli ai(x), b(x) continui (o anche localmente L ).

5. Confronto di operatori differenziali.

A) Operatori differenziali a coefficienti costanti.

Cominciamo col dimostrare la seguente

Proposizione 5.1.

"Dati Q(D) e P(D) per i quali valga
(5.1) {otg)lzs c'ZIP(k)(g)f, ¥ ¥Ye®,
k

n
allora, per ogni aperto limitato Q CR, 3 C tale che

s.2)  Jlamy [ <clzmyl . K ¥ e D .

Dimostrazione

Essendo Q(D)? _3.;’-? Q(S) f?(g), dove ’5)_?:-; %l)' si ha

per la formula di Plancherel

21
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(5.3) ||o<n)ij|2= Slofg)jzfcﬁcmzag :

D'altra parte, dalla (5.1), segue :

o (o feg < o LI P gl et -
-o 3 [Pl

D'altra parte, essendo -(Z limitato, esiste C per cui

(5.5) Zk“P{k)(D)'f ” ¢ ¢ “p(n)g”z . A joec@(ﬂ) .

Allora dalle (5.3), (5.4), (5.5) segue 1l'asserto.

c.v.d.

Come applicazione della Prop. 5.1. mostriamo i seguenti:

Corollario 5.1,

"L'operatore di Laplace, A » maggiora, nel senso che

vale la (5.2) per ogni Q aperto limitato di Rn. tutti g1i ope-

ratori di ordine <£ 2."

Dimostrazione

Si tratta di far wvedere che, essendo Q un )9‘ operatore
di ordine ¢ 2, vale per Q e P(D) = A la (5.1), ciod esiste C'

per cuil
2 2“- 22 a2
(5.6) Q8| ¢ C‘{ ( )+ + 1} A
e o g0 2%
Questo fatto & ovvio, se Q[g) & un IV‘ polinomio di

grado ¢ 2 , quindi si ha, per la Prop.5.1. l'asserto.

c.v.d.

22
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Osservazione 5.1.

Poich® nella maggiorazione (5.6) quello che conta, al
2.2
secondo membro, & il termine {( % ) +1 } y possiamo affer-
= J

mare che il Corollario 5.1. vale per ogni operatore ellittico, in

luogo di A » Pil precisamente si ha :
Corollario 5.2.

"Se P(D) & operatore ellittico di grado 2m, allora esso

mazgiora, nel senso della (5.2), tutti gli operatori differenzia-

1li di grado < 2m".
Si ha ancora un altro interessante

Corollario 5.3.

"L'operatore del calore, ciod l'operatore associato al

polinomio

2
P(¢,T) = [§] +17
maggiora tutti gli operatori differenziali di secondo grado nelle

variabili spaziali, e di primo nella variabile temporale. In par-

ticolare esso maggiora tutti gli operatori di grado 1."

Dimostrazione

Si riduce a verificare la

,Q(g,r)lgc'{l?;l ‘%j+1'{_~[ +jz=1\§3+1 .

ovvia per i Q('ﬁ,‘t) precisati nell'enunciato.
c.v.d.
Dimostriamo ora il seguente :
Teorema 5.1.

"Dati P e Q, sono condizioni equivalenti le :

23
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n 3o Judc e %\P(k)(g)lz . ¥ tex
2) § QLc® e ¢ famyg| < c|zmy|, ¥ weDE
3 A QL mitato, 3 ¢t ey < ¢ [porg] ¥ g eDCY.x

Dimostrazione

Che 1) =) 3) & stato visto nella Prop.5.1. E' ovvio
d'altra parte che 3) =» 2).

Resta da verificare che 2) =) 1).

sia 2 1l'aperto per cui vale 2) e sia j’ é@(ﬂ) fig=

sata e j’#o.

Si ha che
21T ¢ ¢,
¥ (x) = e ‘i”wy(x) e d, X sen“.

Applicando 1'identitda di Leibniz si ha s

217 < $0x > ] B 217 <3,x> 1 (k) k
Q(D) [e 'j-'(x =e Zk-;! Q (g)D‘j’(x)
Quindi

(5.7) “ (D) [ea’r <f'x>j,(xﬂ ” "

-2 - —1-; o(k)(g) er:(p (nky)nl*f ).

TGl ko2
Dalla (5.7) e da una analoga per P(D), e dalla 2) seguet
1 (k) €9) k ,1
(5.8) 2_ ——a (e (YY) ¢

2 1 (k) (1) k
éc%_ikmr ()2 () y[py) .

24



