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Vorwort

«Was ist eigentlich eine Zahl?» Es gibt kaum etwas, womit man
einen Mathematiker so leicht in Verlegenheit bringen kann, wie
mit dieser simplen Frage.

Man denkt: Wenn die Mathematiker etwas wissen miissen,
dann zumindest, was eine Zahl ist. Denn sie beschiftigen sich
doch die ganze Zeit mit Zahlen!

Aber jede Mathematikerin und jeder Mathematiker wird bei
dieser Frage zunichst leicht verlegen werden, dann so etwas
murmeln wie «Das ist nicht so einfach, wie Sie denken» und
eigentlich am liebsten die Antwort verweigern. Nach einiger
Zeit wird sie bzw. er aber zugeben miissen, keine wirkliche Ant-
wort zu wissen.

Skandalos: Die einfachste Frage an die Mathematik bleibt
ohne Antwort!

Das liegt daran, dass diese Frage keine Antwort hat. Jeden-
falls keine einfache. Und auch nicht nur eine. Das vorliegende
Biichlein versucht nicht nur zu erkliren, was eine Zahl ist, son-
dern gibt dabei auch eine Antwort auf die Frage, warum es kei-
ne einfache Antwort auf die Frage «Was ist eine Zahl?» gibt.

Naturlich wurde in der Geschichte der Mathematik immer wie-

der versucht zu sagen, was eine Zahl ist.

— Die griechischen Mathematiker der Antike sagten: Zahlen
sind die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, ... Immerhin wuss-
ten sie schon: Zahlen gibt es ohne Ende.

— Bald merkte man, dass man auch gebrochene Zahlen benotigt.
Man musste Objekte halbieren oder in drei gleich grofse Teile
teilen; also entstand der Bedarf nach Zahlen wie Y2 und 24.
Die Kaufleute des Mittelalters waren durch den tdglichen
Gebrauch von Briichen der Uberzeugung, dass auch Briiche
Zahlen sind.




8 Vorwort

— Viel linger brauchten die Menschen, bis sie auch negative
Zahlen, also =1 und -3, als Zahlen anerkannten.
Schon die griechischen Mathematiker waren tiber Zahlen wie
V2, V7 und /2 gestolpert. Manche dieser Zahlen «existie-
ren», weil man sie geometrisch als Lange einer Strecke reali-
sieren kann, aber «als Zahlen» boten die Wurzeln zunichst
Verstandnisschwierigkeiten.
Dann tauchten auch so geheimnisvolle Objekte auf wie die
Kreiszahl it oder die Euler’sche Zahl e. Diese waren wie erkal-
tete Meteore, die man auf der Erde fand. Man konnte sie be-
trachten und zu verstehen versuchen, aber man spiirte auch,
dass diese Zahlen Boten waren, die von fernen Welten kiinde-
ten und Reprisentanten einer riesigen Anzahl damals noch
geheimnisvoller reeller Zahlen waren.
Bei der «imaginaren Einheit» i, die als Wurzel aus -1 definiert
ist, horte auch fiir viele Mathematiker der Spaf$ auf.

Es kann einem schwindlig werden. So viele verschiedene Zah-

len! So viele unterschiedliche Sorten von Zahlen! Man reibt sich

die Augen und fragt verwundert:

— Hort das eigentlich nie auf?

— Braucht man all diese Zahlen?

— Ist die Definition einer Zahl abhingig von der Zeit, in der sie
gemacht wird?

Neben einigen Antworten auf die Eingangsfrage zeigt dieses
Buch auch,
— welchen Reichtum an Erfahrungsmoglichkeiten die Zahlen
bieten,
was man alles mit Zahlen beschreiben kann,
welche erstaunlichen Anwendungen Zahlen haben,
welche Zahlen besonders faszinierend sind und
welche Geheimnisse die Zahlen immer noch in sich bergen.




I. Natiirliche Zahlen

Die Zablen sind freie Schopfungen
des menschlichen Geistes,

sie dienen als Mittel,

um die Verschiedenbeit der Dinge
leichter und scharfer aufzufassen.
Richard Dedekind, Was sind

und was sollen Zahlen? (1888)

I.1 Zahlen

Der Zahlensinn ist uns Menschen angeboren. Allerdings ist das
nichts spezifisch Menschliches, auch Tiere haben einen Zahlen-
sinn. Bei vielen hoher entwickelten Tieren liefd sich nachweisen,
dass diese mit Zahlen umgehen konnen: Sie konnen gleiche An-
zahlen erkennen und grofSere Mengen von kleineren unterschei-
den. Offenbar ist es ein Vorteil im Uberlebenskampf, wenn man
Mengen ihrer GrofSe nach unterscheiden kann.

Tiere haben einen Zahlensinn, aber sie konnen nicht zahlen.
Diese Aktivitdt ist an eine differenzierte Sprache gekoppelt und
deshalb dem Menschen vorbehalten. Aber sie ist ihm nicht an-
geboren. Jeder Mensch muss das Zihlen lernen. Das Zahlenver-
standnis eines Neugeborenen unterscheidet sich nicht wesent-
lich von dem eines Huhns. Wir kommen mit einer Fihigkeit,
gewisse Mengen der GrofSe nach abschitzen zu konnen, auf die
Welt. Alles andere miissen wir mithsam erlernen.

Wenn wir das nicht lernen, bleiben wir bei dem «eins, zwei,
viele» stehen. Immer wieder wird von «primitiven» Volkern be-
richtet, die nur fir die Zahlen Eins und Zwei Worter haben.

Kleine Anzahlen konnen wir auf einen Blick erfassen. Bei finf
oder weniger Gegenstinden gelingt es uns, die Anzahl zu be-
stimmen, ohne zu zidhlen. Bei grofferen Anzahlen ist das nur
moglich, wenn die Objekte als Muster angeordnet sind.

Spitestens als die Menschen sesshaft wurden, wurde es auch
wichtig, groffere Anzahlen exakt festhalten zu konnen. Es gibt
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einige sparliche Hinweise auf Zahlendarstellungen, die 20 000
bis 30000 Jahre alt sind: Man hat Knochen gefunden, auf de-
nen Zahlen in Form von zahlreichen Einkerbungen festgehalten
wurden. Die ersten brauchbaren Systeme, mit denen man auch
grofle Zahlen sinnvoll erfassen konnte, stammen von den Baby-
loniern (ca. 2000 v. Chr.; siehe Kapitel 2).

Vermutlich noch alter als die Zahlennotation ist das Zahlen.
Es basiert auf dem Erlebnis der Rhythmen der Welt und deren
sprachlicher Erfassung. Das Leben wird durch zahlreiche sich
stets gleichmaflig wiederholende Vorgiange strukturiert. Dazu
gehoren der gleichmiaflige Wechsel von Tag und Nacht, der
Rhythmus der Jahreszeiten und nicht zuletzt die kurze Aufein-
anderfolge der Schritte beim Gehen oder der eigene Herzschlag.

Ich stelle mir vor, dass die Menschen irgendwann angefangen
haben, den Rhythmus des Gehens aufzunehmen, indem sie dazu
gesungen, gesprochen oder getrommelt haben. Vielleicht haben
sie zunachst nur leise ihre Worter fur links und rechts oder eins
und zwei vor sich hingemurmelt, vielleicht haben sie gesungen,
vielleicht hat jemand den wiegenden Zweiertakt getrommelt —
egal, wie sie es damals gemacht haben: Es war der Beginn des
Zihlens. Jedenfalls der Beginn des Zihlens auf 2: eins, zwei,
eins, zwei und so weiter.

Irgendwann hatte dann irgendjemand die verriickte Idee, die-
sen in sich geschlossenen, sich immer wiederholenden Zweier-
takt aufzubrechen und einfach weiter zu zihlen: eins, zwei —
drei. Wahrscheinlich kam als Nachstes ein Vierertakt: eins, zwei,
drei, vier, eins, zwei, drei, vier und so weiter.

Aber wenn die erste Hiirde genommen ist, ist es leicht, auch
die zweite zu iberwinden. Mit der Drei war die unendliche
Zahlenreihe geboren: eins, zwei, drei und so weiter. Damit war
klar, dass man immer noch einen Schritt machen kann und dass
auf jede Zahl eine nichste folgt. Das war der eigentliche Beginn
des Zdhlens. Wer Drei sagen kann, der kann zahlen.

Das mathematische Bild dafiir ist die Zahlengerade, genauer ge-
sagt der Zahlenstrahl. Dieser ist ein unendlich langer Strahl, der
mit null beginnt und auf dem wir jeweils einen Schritt voran-
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schreiten und so alle Zahlen erobern konnen: Mit dem ersten
Schritt kommen wir von null auf eins, mit dem zweiten auf zwei,
dann auf drei und so weiter. Die Zahlen, die man so erreicht,
also die Zahlen 0, 1, 2, ..., nennt man die natiirlichen Zablen.

3 4

Zahlenstrahl

Die Zahlengerade, das heifst der um die negativen Zahlen er-
weiterte Zahlenstrahl, umfasst die sogenannten ganzen Zahlen.
Die Zahlengerade dient der Erklarung und Veranschaulichung
zahlreicher Zahlenphanomene.

-3 2 -1 0 1 2 3

Zahlengerade

Man kann auf der Zahlengeraden in kleinen und groflen Schrit-
ten gehen, man kann auf ihr vor- und zuriickhiipfen, man kann
versuchen, die Liicken zwischen den ganzen Zahlen zu schlie-
Ben. Die Idee der Zahlengeraden wird in diesem Buch immer
wieder aufgenommen werden.
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