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Analysis Il fur Dummies -
Schummelseite

Die Riemann-Summenformal
fur das bestimmte Integral
Die Riemann-Summenformel stellt eine prazise

Definition des bestimmten Integrals als
Grenzwert einer unendlichen Reihe bereit:

nJ

. = fh_ah
J."'I.l‘k!.t‘ |i|1ll.l"f.1'_1 ! .-..':

Drei wichtige
Integrationsregeln
Die Summenregel fur die Integration besagt,

dass lange Ausdricke Term fur Term integriert
werden kdonnen. Hier die formale Regelung:

[[Ax) + g(x)] dx = [Ax)dx +
Ja(x)dx



Die Faktorregel fur die Integration besagt, dass
eine Konstante vor dem Integrieren aus dem
Integral herausgezogen werden kann. Hier in
Symbolen:

[nfix)dx = n[Ax)dx

Die Potenzregel fur die Integration gestattet
Ihnen, jede reelle Potenz von x (auller - 1) zu
integrieren. Hier die formale Darstellung der
Potenzregel:

J.l"!il‘ =2 _+C dabei gilt =1
ir+1

Die 17 grundlegenden
Integrale basierend auf Anti-
Ableitungen



o Ableitung Integral Ableitung Integral
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Integrale durch

Variablensubstitution losen

Um ein Integral mittels Variablensubstitution
auszuwerten, gehen Sie wie folgt vor:

1.

Deklarieren Sie eine Variable u und
setzen Sie sie auf einen
algebraischen Ausdruck, der im
Integral vorkommt. AnschlieBend
setzen Sie u fur diesen Ausdruck im
Integral ein.

ol

Differenzieren Sie u, um « zu
bestimmen, und isolieren Sie dann
alle x-Variablen auf einer Seite des
Gleichheitszeichens.

Nehmen Sie eine weitere
Substitution vor, um dx und alle



andere Vorkommen von xim
Integral auf einen Ausdruck mit u
zU setzen.

4. Integrieren Sie mit u als neuer
Integrationsvariablen.

5. Drucken Sie die Losung unter
Verwendung von x aus.

Partielle Integration

Um ein Integral unter Verwendung der
partiellen Integration auszuwerten, gehen Sie
wie folgt vor:

1. Zerlegen Sie das gesamte Integral
(einschlieBlich dx) in zwei Faktoren.

2. Setzen Sie den Faktor ohne dx
gleich v und den Faktor mit dx
gleich dv.

3. Differenzieren Sie u, um du zu
bestimmen, und integrieren Sie dy,
um v zu bestimmen.

4. Wenden Sie die Formel [udu = uv -
[vdu an.

5. Berechnen Sie die rechte Seite
dieser Gleichung, um das Integral
zu losen.

Partielle Integration mit Hilfe der DI-agonal-
Methode

Die partielle Integration ist praktisch fur die
Integration von Funktionen, bei denen es sich
um Produkte von zwei kleineren Funktionen
handelt (Weitere Informationen Uber die



partielle Integration finden Sie in Kapitel 6.)
Merken Sie sich die folgende grundlegende
Tabelle fur die partielle Integration unter
Verwendung der DI-agonal-Methode:

Zwei Abkurzungen fir die Substitution
Einige Integrale zusammengesetzter
Funktionen f{g(x)) konnen ganz schnell geldst
werden. Sie sollten die folgenden beiden
Integraltypen erkennen:

Zusammengesetzte Funktionen, wobei die
innere Funktion ax ist

Diese Abkurzung funktioniert far
zusammengesetzte Funktionen f(g(x)), far die

gilt:

» Sje wissen, wie die aulSere Funktion fzu
integrieren ist.

» Die innere Funktion g(x) hat die Form ax -
d.h. sie wird zu einer Konstanten
differenziert.



Beispiel:

; I 4
| [t"'fb.' ;{ b+

/

1
.[l:n.a:!.r-:.l'.r _l:&in:h' +C

J-tun-“i.m'.r = |1..~'n_'-_' Hx+C

Zusammengesetzte Funktionen, wobei die
innere Funktion ax + b ist

Diese Abkilrzung funktioniert far
zusammengesetzte Funktionen f(g(x)), far die
gilt:

» Sie wissen, wie die aulsere Funktion fzu
integrieren ist.

» Die innere Funktion g(x) hat die Form ax +
b - d.h. sie wird zu einer Konstanten
differenziert.

Beispiel:

1

2|2x +5]

[in2x+5]dv = c
2 i 1 5 0
| J‘slrﬂ.ﬁr -2} = I{cn.ﬂ[.h‘ —2}4+C

1
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Einfuhrung

Analysis ist der Mount Everest der Mathematik.
Die meisten Menschen geben sich damit
zufrieden, ehrflrchtig hinaufzustarren, aber einige
Unerschrockene machen sich auf den Weg, um ihn
zu erklimmen.

Oder auch nicht.

In den vergangenen Jahren ist die Analysis zu
einer Voraussetzung nicht nur far die Hauptfacher
Mathematik, Ingenieurwissenschaften und Physik
geworden, sondern auch fur Studenten aus den
Bereichen Biologie, Wirtschaftswissenschaft,
Psychologie oder Krankenpflege. Juristische
Fakultaten und MBA-Programme nehmen gerne
Studenten auf, die einen Analysis-Kurs belegt
haben, weil dies von Disziplin und logischem
Denken zeugt. Und immer mehr Hochschulen
legen den Studenten nahe, Analysis in
Vorbereitung auf ihre Aufnahmeprufungen zu
belegen.

Moglicherweise ist die Analysis jetzt eher wie ein
gut besuchtes Mittelgebirge, mit zahlreichen
Wegen und Campingplatzen und einem riesigen
Skizentrum ganz oben. Wahrscheinlich brauchen
Sie einiges Durchhaltevermoégen, um es zu
erklimmen, aber mit der richtigen Anleitung
(diesem Buch beispielsweise) werden Sie sich



nicht durch einen Schneesturm auf dem halben
Weg zum Gipfel abhalten lassen.

Zu diesem Buch

Auch Sie kdnnen Analysis lernen. Darum geht es
in diesem Buch. Wenn Sie dies lesen, haben Sie
vermutlich schon gewonnen und einen Kurs in
Analysis | bestanden. In diesem Fall gratuliere ich
Ihnen und klopfe Ihnen auf die Schulter.

Und jetzt sollen einige Geruchte angesprochen
werden, die Sie vielleicht Uber Analysis Il gehort
haben:

»  Analysis Il ist schwieriger als Analysis I.

» Analysis Il ist schwieriger als Analysis Il
und Differentialgleichungen.

»  Analysis Il ist furchterregender als zwei
Zombies mitten in der Nacht, und Sie
werden sich ein emotionales Trauma
einhandeln, fur dessen Heilung mehrere
Jahre Psychotherapie erforderlich sein
werden.

Ich gebe es zu, Analysis Il ist schwieriger als
Analysis |. AuBerdem kann ich berichten, dass
viele - aber nicht alle - Mathematikstudenten es
schwieriger als die zwei darauf folgenden
Mathematiksemester finden. (Ich personlich finde
Analysis Il einfacher als Differentialgleichungen.)
Aber ich kann lhnen versichern, dass Zombies



sehr viel schlimmer sind als ein Semester Analysis
Il.

Die beiden wichtigsten Themen von Analysis I
sind Integration und unendliche Reihen.
Integration ist das Inverse der Differentiation, um
die es in Analysis | gegangen ist. (Fur praktische
Zwecke: Integration ist eine Methode, die Flache
unregelmalSiger geometrischer Formen  zu
bestimmen.) Eine wunendliche Reihe ist eine

Summe von Zahlen, die endlos lauft, etwa 1 + 2 +
1 1 1

3+ ..oderzi8 ....Man kann davon ausgehen,
dass sich die meisten

Lehrer in den ersten zwei Dritteln des Semesters
auf die Integration konzentrieren, und das letzte
Drittel auf unendliche Reihen.

Dieses Buch verschafft Ihnen eine solide
EinfUhrung dazu, was in einer Vorlesung zu
Analysis Il behandelt wird. Sie kdnnen es fur das
Eigenstudium einsetzen, aber auch als Begleitung
zu einer Vorlesung zu Analysis Il.

Blattern Sie also beliebig herum. Wenn ich zu
einem Thema komme, fur das Sie Informationen
von einer frUheren Stelle des Buchs bendétigen,
verweise ich auf diese Stelle - fur den Fall, dass
Sie noch einmal nachlesen wollen.

Hier zwei Hinweise - denken Sie daran, wenn Sie
das Buch lesen:

» Lernen Sie jeden Tag. Ich weil3, dass
Studenten immer versucht sind, ein Buch



bis in die Nacht vor der Prafung im Regal
stehen zu lassen. Das ist kein sinnvoller
Ansatz far Analysis Il. Irgendwann konnen
Sie den Stoff nicht mehr aufholen.

Wenn Sie also eine Hausaufgabe erhalten,
lesen Sie sich die Aufgaben so schnell
wie moglich durch und losen Sie die
einfacheren. Sehen Sie sich die
schwierigeren jeden Tag an, auch wenn
Sie sie nur einfach noch einmal
durchlesen, und denken Sie daruber
nach. Sie werden feststellen, dass Sie
irgendwann selbst fur das
undurchschaubarste Problem eine Losung
finden.

» Uben Sie. Nachdem Sie ein Beispiel
durchgelesen haben, und glauben, es
verstanden zu haben, schreiben Sie die
Aufgabe ab, schliefen das Buch und
versuchen, die Losung nachzuvollziehen.
Wenn Sie es vollstandig I6sen kdnnen,
lesen Sie den nachsten Abschnitt.
Andernfalls schlagen Sie die LOsung noch
einmal nach - aber versuchen spater
erneut, die Aufgabe ohne Spicken zu
l6sen. (Sie wissen, in Prafungen wird
auch nicht gespickt!)

Konventionen in diesem Buch

Im gesamten Buch halte ich die folgenden
Konventionen ein:



» Kursiv ausgezeichneter Text kennzeichnet
neue Worter und definierte Begriffe.

» Fett ausgezeichneter Text kennzeichnet
Schllsselworter, Aufzahlungen und den
Aktionsteil von nummerierten Schritten.

» Text in Listingschrift kennzeichnet
Webadressen.

» Winkel werden im Bogenmals statt in
Grad gemessen, es sei denn, ich gebe
dies gesondert an. Eine Beschreibung der
Vorteile bei der Verwendung des
Bogenmalies bei der Winkelmessung
finden Sie in Kapitel 2.

Was Sie nicht lesen missen

Alle Autoren sind der Meinung, dass sie reines
Gold schreiben, aber Sie mussen nicht jedes Wort
in diesem Buch lesen, wenn Sie das nicht wirklich
wollen. Sie konnen die Einschube (die grau
unterlegten Kasten) Uberspringen, es sei denn, Sie
finden diese Exkurse interessant. Aulierdem
mussen Sie die mit dem Symbol »Achtung,
Technik!«  gekennzeichneten  Absatze nicht
unbedingt lesen.

Wenn Sie keine Prufungen erwarten, konnen Sie
auch die Absatze mit dem Symbol »Tipp«
Uberspringen und langwierige  schrittweise
Beispiele auslassen. Wenn Sie das Buch
studienbegleitend einsetzen, lesen Sie jedoch



diese Dinge sorgfaltig durch und Uben Sie anhand
der Beispiele selbst.

Falsche Voraussetzungen

Naturlich baut Analysis Il auf Analysis | und den
Grundlagen der Analysis auf. Hier also ein paar
Voraussetzungen, die ich von lhnen als Leser
erwarte:

» Wenn Sie Student einer Vorlesung zu
Analysis Il sind, gehe ich davon aus, dass
Sie Analysis | bestanden haben.

» Wenn Sie das Buch zum Eigenstudium
einsetzen, gehe ich davon aus, dass Sie
zumindest die Grundkenntnisse zu
Analysis | beherrschen.

Ich erwarte, dass Sie einige Dinge aus Analysis
wissen, aber ich werfe Sie nicht ins kalte Wasser
und lasse Sie ertrinken. Kapitel 2 enthalt viele
praktische Informationen, an die Sie vielleicht
nicht mehr gedacht haben. Und im gesamten
Buch verweise ich gegebenenfalls auf andere
Kapitel oder Abschnitte, so dass Sie jederzeit
nachlesen konnen.

Wie dieses Buch aufgebaut ist

Dieses Buch ist in sechs Teile untergliedert. Ich
fange ganz vorne bei Analysis Il an, fuhre Sie
durch den gesamten Stoff und zeige Ihnen



schlieBlich einen Ausblick auf fortgeschrittenere
Themen, die in weiteren Mathematikkursen auf
Sie warten.

Teil I: Einfuhrung der Integration

In Teil | biete ich Ihnen einen Uberblick Uber
Analysis Il und wiederhole einige grundlegende
Konzepte aus der Mathematik.

Kapitel 1 fuhrt das bestimmte Integral ein, eine
mathematische Ausdrucksweise fur die Flache. Ich
zeige lhnen, wie Sie mit Hilfe der Analysis ein
Flacheproblem formulieren und losen. Aullerdem
stelle ich Ihnen die Riemann-Summengleichung
fur das Integral vor, die die Definition des
bestimmten Integrals als Grenzwert schafft.
Dartiber hinaus erhalten Sie einen Uberblick tUber
das gesamte Buch.

In Kapitel 2 finden Sie eine Auffrischung zu
Themen aus den Grundlagen der Analysis und
Analysis I.

Kapitel 3 fuhrt das unbestimmte Integral als
allgemeinere und haufig praktischere Methode
ein, im Vergleich zum bestimmten Integral.

Teil II: Unbestimmte Integrale

Teil Il konzentriert sich auf eine Vielfalt an
Moglichkeiten, unbestimmte Integrale zu Iosen.



Kapitel 4 zeigt Ihnen, wie Sie eine begrenzte
Menge unbestimmter Integrale durch Anti-
Differentiation lésen - das bedeutet, indem Sie
den Differentiationsprozess umkehren. Ich zeige
Ihnen 17 grundlegende Integrale, die die 17
grundlegenden Ableitungen aus Analysis |
widerspiegeln. Aullerdem stelle ich lhnen einige
wichtige Regeln fur die Integration vor.

Kapitel 5 beschaftigt sich mit
Variablensubstitution, die den Nutzen der Anti-
Differentiation wesentlich steigert. Sie werden
erfahren, wie man die Variable einer zu
integrierenden Funktion andert, um die in Kapitel
4 vorgestellten Integrationsmethoden besser
anwenden zu konnen.

Kapitel 6 stellt die partielle Integration vor, die
Ihnen gestattet, Funktionen zu integrieren, indem
Sie sie in zwei separate Faktoren aufteilen. Ich
zeige lhnen, wie Sie Funktionen erkennen, die fur
diesen Ansatz geeignet sind. Aullerdem stelle ich
Ihnen eine praktische Methode vor, schnell und
einfach partiell zu integrieren - die Dl-agonal-
Methode.

In Kapitel 7 lernen Sie, alle moglichen
trigonometrischen Funktionen schnell Zu
integrieren. Ich zeige Ihnen, wie Sie Potenzen von
Sinus und Kosinus, Tangens und Sekans und
schlielSlich Kotangens und Kosekans integrieren.
Anschliellend werden Sie diese Methoden fur die
trigonometrische Substitution einsetzen.

In Kapitel 8 geht es darum, wie Sie Partialbriche
fur die Integration komplizierter rationaler



