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Einleitung

Alles begann in der Schule, an einem kalten Wintermorgen des Jahres 1965.
Ich war zehn.

Mr. Harding rechnete gerade etwas an der Tafel, von seiner Hand rieselte
der Kreidestaub, und plötzlich drehte er sich um und befahl uns, einen
Halbkreis mit Durchmesser AB zu zeichnen.

Anschließend sollten wir uns auf dem Halbkreis einen beliebigen Punkt P
suchen, ihn mit A und B verbinden und den so entstehenden Winkel P
messen (Abb. 1)

Abb. 1 Der Satz des Thales.



Ich tat wie geheißen und nahm an, der Winkel bei P hinge davon ab, wo
auf dem Halbkreis sich P befand.

Doch ich lag falsch.
Es waren immer 90°.

* * *

Zu diesem Zeitpunkt wusste ich noch nicht, dass die Mathematik voller
Überraschungen steckte.

Ich hatte auch noch nie etwas von diesem Mathematiker namens Thales
gehört, der im antiken Griechenland gelebt hatte und dem wir einen der
ersten bedeutenden Lehrsätze der Geometrie zu verdanken hatten. Laut
Thales soll die entscheidende Frage nicht gelautet haben: »Was wissen wir?«,
sondern vielmehr: »Wie können wir das wissen?«

Warum also beträgt der Winkel bei P auf dem Halbkreis immer 90°?

Abb. 2 Mathematiker unter sich.

Kurz gesagt lässt es sich eben beweisen, und zwar durch eine simple
Abfolge logischer Schritte, die sich aus einigen offensichtlichen
Anfangsannahmen ergeben.



Auf den nächsten Seiten möchte ich Sie nicht nur durch den Beweis des
Satzes des Thales führen, nein, mein Ziel ist weit ehrgeiziger gesteckt.

Denn in der Geometrie zeigen sich der Geist und die Natur der
Mathematik mithin von ihrer schönsten Seite, sie kann uns in jedem Alter
begeistern, und das alles binnen einer halben Stunde.

Sie glauben mir nicht? Nun …



Erste Schritte

Die erste wichtige Idee ist die der sogenannten Parallelen.
Hierbei handelt es sich um Geraden, die in einer Ebene liegen, einander

jedoch nicht schneiden, ganz gleich, wie weit man sie verlängert.
Ich werde über sie zwei Annahmen machen.

Parallelen

Stellen wir uns zwei parallel zueinander liegende Geraden vor, die von einer
weiteren Geraden geschnitten werden, sodass die sogenannten
Stufenwinkel entstehen (Abb.3).

Abb. 3 Stufenwinkel.



Beinahe für die gesamte Länge dieses Buches werde ich annehmen, dass

Diese Annahmen ergeben sich aus der intuitiven Vorstellung, dass zwei
Parallelen sozusagen »in dieselbe Richtung verlaufen«, und auch wenn sich
leichthin sagen ließe, (1) und (2) lägen doch völlig auf der Hand, so sind es
bisher eben nur Annahmen.

Und selbst zu diesem frühen Zeitpunkt in unserer Beweisführung sollte
man sich klarmachen, dass sie sehr unterschiedliche Funktionen haben.

Durch (1) können wir Parallelen verwenden, während uns (2) dabei hilft,
zu zeigen, dass wir überhaupt welche haben.

Winkel

Wir werden Winkel in Grad angeben, dafür steht das Zeichen °. Die beiden
Teile einer Geraden durch den Punkt P bilden einen Winkel von 180°
(Abb. 4).

Abb. 4 Eine Gerade.

Die Hälfte davon ist ein rechter Winkel, also ein Winkel mit 90°. Die beiden
Geraden, durch die er gebildet wird, sind rechtwinklig oder orthogonal
zueinander (Abb. 5).

(1) Stufenwinkel gleich groß sind, wenn die beiden Geraden parallel
zueinander verlaufen und

(2) die zwei Geraden parallel zueinander verlaufen, wenn die Stufenwinkel
gleich groß sind.



Abb. 5 Rechte Winkel.

Gegenwinkel

Schneiden sich zwei Geraden, so sind die sogenannten Gegenwinkel gleich
groß (Abb. 6).

Abb. 6 Gegenwinkel.

Wechselwinkel

Werden zwei Parallelen von einer dritten Geraden geschnitten, dann sind
die sogenannten Wechselwinkel gleich groß (Abb. 7).



Abb. 7 Wechselwinkel.

Abb. 8 Beweis dafür, dass Wechselwinkel gleich groß sind.

Wie Abb.  8 zeigt, liegt dies daran, dass a = b (Stufenwinkel) und b = c
(Gegenwinkel). Daraus ergibt sich, dass a = c.

Auch der Umkehrschluss ist zulässig: Sind die Wechselwinkel gleich
groß, so muss es sich bei den Geraden um Parallelen handeln.

Das ist alles, was man wissen muss, um unseren ersten Lehrsatz zu
beweisen – Wer hätte das gedacht!

Die Summe der Winkel in einem Dreieck

Die Winkel innerhalb eines Dreiecks ergeben in der Summe immer 180°
(Abb. 9).



Abb. 9 Winkelsumme in einem Dreieck.

Um dies zu beweisen, ziehen wir gegenüber einer der Seiten eine Parallele
durch einen Eckpunkt des Dreiecks (Abb. 10).

Abb. 10 Beweis für die Winkelsumme eines Dreiecks.

Die Winkel a sind gleich groß (Wechselwinkel).
Aus demselben Grund sind die Winkel b gleich groß.
Und da es sich bei der neuen Linie um eine Parallele handelt, ergeben a +

b + c = 180°, was zu beweisen war.



Euklids Elemente

Das berühmteste Beispiel für diese präzise, deduktive und umsichtig
strukturierte Art, die Geometrie zu behandeln, sind die Elemente, die Euklid
von Alexandria (Abb. 11) etwa 300 v. Chr. verfasste.

Abb. 11 Euklid.



Ich möchte gleich zu Beginn vorwegnehmen, dass Euklid in den Elementen
(Abb.  12) für seine exakten Lehrsätze und Beweise im Grunde imaginäre
Objekte heranzieht.

Abb.  12 Die älteste Ausgabe von Euklids Elementen, MS. D’Orville 301, sie wurde 888 in
Konstantinopel von Stephen the Clerk für Arethas von Patras angefertigt.

Eine Euklidische Gerade ist beispielsweise nicht nur »absolut« gerade – sie
hat auch eine Breite von null. Selbst wenn es mir also gelänge, sie perfekt zu
ziehen, könnte man sie nicht sehen.

Auch ein Punkt ist nicht etwa ein winziges rundes Etwas – auch er
besitzt keine Dimension. In Euklids Worten:

Ein Punkt ist das, was ohne Teil ist.

Man sollte erwähnen, dass Euklid sich keiner »Längenmaße« bedient, wie
wir sie heute kennen, und seine Winkel misst er nicht in Grad. Das einzige,
was er an Winkelgröße verwendet, ist das Konzept des rechten Winkels, von
dem macht er ausgiebig Gebrauch (Abb. 13).



Abb. 13 Der Beweis dafür, dass Gegenwinkel gleich groß sind, aus einer Ausgabe der Euklidischen
Elemente von 1732.

Trotz dieser Tatsachen und dem gelinde gesagt nüchternen Stil haben die
Elemente des Euklid in der Geschichte der Menschheit wohl größeren
Einfluss gehabt als jedes andere Buch – und mehr Neuauflagen.

Am Ende führt nicht nur ein einziger Weg in die Geometrie, wir alle
müssen für uns selbst herausfinden, wie wir uns diesem mathematischen
Gebiet nähern.

Sollte ich in diesem Buch dank meiner etwas aktualisierten
Grundannahmen schneller voranpreschen als Euklid, dann nur, um meine
Leserschaft schneller zu interessanten und überraschenden Ergebnissen zu
führen …

Euklid, 1732



Eine der beliebtesten frühen Euklid-Editionen stammte von Isaac Barrow
und erschien zuerst 1660. Meine persönliche Ausgabe stammt allerdings
von 1732.







Der Satz des Thales

Der Satz des Thales besagt, dass der Winkel eines beliebigen Punktes auf
einem Halbkreis immer 90° beträgt. Um dies zu beweisen, benötigen wir
nur ein bis zwei weitere Schlüsselgedanken.

Kongruente Dreiecke

Als kongruente Dreiecke bezeichnet man Dreiecke, die in Form und
Flächeninhalt exakt übereinstimmen.

Um zwei Dreiecke auf Kongruenz zu prüfen, ist es natürlich am
einfachsten, die Länge von zwei Seiten zu messen und den Winkel zu
bestimmen, den sie bilden.

Dieser sehr simple Kongruenz-Test nennt sich auch SWS (Seite-Winkel-
Seite).

Abb. 14 Kongruenz durch SWS.

Gleichschenklige Dreiecke

Bei einem gleichschenkligen Dreieck sind zwei Seiten gleich.
Dreiecke dieser Art spielen in der Geometrie eine wichtige Rolle, da die

sogenannten Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks gleich groß sind (Abb. 15).



Abb. 15 Ein gleichschenkliges Dreieck.

Für viele liegt diese Erkenntnis sicherlich auf der Hand, schließlich sieht ein
gleichschenkliges Dreieck von vorne und von hinten genau gleich aus.

Etwas formaler lässt sich dies beweisen, wenn wir eine Strecke CD
ziehen, die den Winkel bei C halbiert (Abb. 16).

Abb. 16 Der Beweis, dass die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks gleich groß sind.

Die Dreiecke ACD und BCD sind durch SWS kongruent zueinander, wobei
das eine Spiegelbild oder eine seitenverkehrte Version des anderen ist. Die
Winkel von A und B müssen also gleich groß sein.

(Sind alle drei Seiten eines Dreiecks gleich groß, so nennt man es
gleichseitig. Das Dreieck ist also an drei Stellen gleichschenklig, was bedeutet,
dass darin alle drei Winkel gleich sein müssen.)



Kreise

Ein Kreis zeichnet sich dadurch aus, dass all seine Punkte gleichweit von
einem Mittelpunkt entfernt sind, den wir M nennen.

Abb. 17 verdeutlicht einige Grundbegriffe rund um den Kreis.

Abb. 17 Der Kreis.

Mehr Vorwissen braucht es nicht, um den Satz des Thales zu beweisen.

Der Satz des Thales

Wir möchten beweisen, dass, wenn P auf dem Halbkreis liegt wie in
Abb. 18, der ∠APB = 90°, wobei ∠APB den Winkel zwischen AP und PB
bezeichnet.

Am einfachsten bedient man sich der Tatsache, dass P auf dem Halbkreis
liegt, indem man die Strecke MP zieht und feststellt, dass MP = MA = MB, da
alle Punkte auf dem Kreis denselben Abstand vom Mittelpunkt haben.



Abb. 18 Beweis für den Satz des Thales.

Plötzlich ergeben sich zwei gleichschenklige Dreiecke, AMP und BMP.
Die beiden Basiswinkel a müssen daher gleich groß sein, ebenso wie die

beiden Basiswinkel b.
Die drei Winkel innerhalb des großen Dreiecks AMB müssen 180°

ergeben, also

a + (a + b) + b = 180°

sodass a + b = 90°. Daraus folgt, dass ∠AMB = 90° betragen muss: Der Satz
ist bewiesen.

In all den Jahren, seit mir dieser Beweis an einem kalten Wintermorgen
des Jahres 1956 zum ersten Mal vorgeführt wurde, habe ich ihn nicht
vergessen.

Auf den ersten Blick würde man vielleicht ein anderes Ergebnis erwarten,
doch binnen weniger Minuten wird einem vermutlich ein Licht aufgehen
und man wird sagen: »Ach so, ist ja logisch – wenn man es auf diese Art
betrachtet.

Meiner Erfahrung nach zeichnen sich die Sternstunden der Mathematik
häufig durch genau diese Erkenntnis aus.



Thales lebte in Miletus.

Pythagoras stammte von der Insel Samos, zog jedoch später nach Crotona.

Ü



Über dem Eingang der Platonischen Akademie in Athen fand sich diese
berühmte Inschrift:

»Ohne Kenntnis der Geometrie soll keiner eintreten«

Der Leuchtturm von Pharos, Alexandria

Euklid schrieb Die Elemente in Alexandria.

Archimedes lebte und arbeitete in Syrakus.



Geometrie in Aktion

Im Laufe der Geschichte hat die Geometrie in der Praxis vielerlei
Verwendung gefunden. Eines der ersten Beispiele dafür war Thales‘ Versuch,
die Höhe der ägyptischen Cheops-Pyramide zu berechnen.

Thales und ähnliche Dreiecke

Thales maß die Länge des Schattens, den die Pyramide durch den Einfall der
Sonne warf, und bestimmte L, indem er die Hälfte der Gesamtbreite der
Pyramide hinzuaddierte wie in Abb. 19.

Abb. 19 Ähnliche Dreiecke.

Dann maß er den Schatten l einer vertikalen Stange der Höhe h.



Thales ging von der Annahme aus, die Strahlen der Sonne verliefen
parallel, und schlussfolgerte, die beiden Dreiecke aus Abb. 19 seien dadurch
zwar von sehr unterschiedlicher Größe, ihre Form wäre jedoch exakt
dieselbe, sodass die jeweiligen Seiten dieselben Verhältnisse zueinander
hätten.

Insbesondere schlussfolgerte er, dass

und da er die anderen drei Längen kannte, konnte er somit die Höhe der
Pyramide H errechnen.

Abb. 20 Thales auf einer griechischen Briefmarke von 1994.

Heute bezeichnen wir Dreiecke derselben Form als ähnliche Dreiecke.
Später wird sich zeigen, dass sie in einigen der faszinierendsten Lehrsätze
der Geometrie eine tragende Rolle spielen.


