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Vorwort

Was ist Mathematik? Und wo zeigt sie sich: Nur in unseren
Kopfen? An Tafeln? In Biichern und Aufsdtzen, gesammelt in
Bibliotheken? In Technik und Natur? Und entdeckt man sie,
als Teil der Natur oder wird sie erfunden, , gemacht”, passend
fiir Anwendungen? Passiert das irgendwie systematisch und
zielgerichtet, oder ist das eine Mischung von Wachstum und
Entwicklung, Zufall und Wildwuchs? Gibt es eine grofse Ka-
thedrale der Mathematik, die Stein auf Stein errichtet wird,
mit Zement aus Beweisen dazwischen? Oder ist das Haus der
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Viii VORWORT

Mathematik eher eine Villa Kunterbunt — mit vielen An- und
Umbauten, die alle unterschiedlichsten Zwecken dienen und
immer wieder umgewidmet werden, und mit Fundamenten,
von denen niemand sagen kann, ob sie das Gebdude in alle
Ewigkeiten tragen konnen, obwohl sie es seit Jahrtausenden
tun?

Was ist Mathematik? Sie halten mit diesem Band unsere per-
sonliche Antwort auf diese Frage in Handen. Es ist ein dickes
Buch mit sehr unterschiedlichen Teilen und Themen geworden,
das die Vielfalt unserer Ideen und Erfahrungen, Entdeckungen
und Erkundungen widerspiegelt. Das Ganze ist als ein Lese-
und Schmokerbuch gedacht, das kreuz und quer gelesen wer-
den kann und soll. Es kann und soll aber auch Grundlage fiir
eine Vorlesung fiir Studierende der Anfangssemester sein, die
zum Beispiel Panorama der Mathematik heiffen kann, und die an
der Freien Universitit Berlin tiber viele Jahre gehalten worden
ist. Die Vorlesung soll Bachelorstudierende zu der Entdeckung
einladen, dass Mathematik viel mehr ist als ein Buch oder ein
Klassenzimmer oder ein Vorlesungssaal, wo man , Analysis I,
II, 111, , Lineare Algebra I und II”, , Diskrete Mathematik”
oder ,Numerik” in kleinen, sorgféltig zubereiteten Lektionen
présentiert bekommt.

Mathematik ist eine gewaltige Landschaft, in der sich welt-
weit und jeden Tag viele sehr unterschiedliche Menschen tum-
meln, forschen, arbeiten. Das Schmokerbuch soll Geschichten
aus dieser Welt erzdhlen, Fragen aufwerfen und Lust machen,
selbst dieses Land zu betreten und es zu erforschen. Es soll
Lust machen, Erkundungen anzustellen in die Welten der Ma-
thematik, ihre Geschichte, Probleme, Anwendungen, und ihre
Protagonistinnen und Protagonisten kennenzulernen.

Die Erkundung der bunten Welt der Mathematik, fiir die
wir in diesem Buch ein Panorama entwerfen, haben wir in drei
Teile gegliedert. Der erste Teil heifSt Was ist Mathematik?, wie ein
beriihmtes gleichnamiges Buch von Richard Courant und Her-
bert Robbins [101], in dem es um den Zugang zur Mathematik,
ihre Probleme, mathematische Forschung, Beweise, Bilder und
die Philosophie der Mathematik geht. Dann kommt ein zweiter
Teil, in dem wir uns beispielhaft Konzepte vornehmen, etwa
Zahlen, Dimensionen, Zufall und die Unendlichkeit. Im drit-
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ten Teil geht es (trotz ,Mathematik ist nicht Rechnen”) um das
Rechnen, Algorithmen, Anwendungen und um das Bild der
Mathematik in der Offentlichkeit.

Weil es zu jedem unserer drei Teile und fiinfzehn Kapitel
(fast) unendlich viel zu erzdhlen gibt und die Auswahl der
Aspekte und Geschichten und Perspektiven doch eine sehr per-
sonliche und teils auch zuféllige ist, fassen wir in jedem Kapitel
zundchst ,, das Wesentliche” in einem Abschnitt zusammen, der
mit ,Thema” betitelt ist. Hier haben wir versucht, auf wenigen
Seiten zusammenzufassen, ,,was man wissen sollte”. Diesen
Teilen folgen jeweils die , Variationen”, in denen wir uns aus
lockerer Perspektive (und manchmal auch ein bisschen jour-
nalistisch) denselben Themen nidhern und erzidhlen, erldutern,
illustrieren. Dann kommt jeweils eine kurze kommentierte Liste
von ,Partituren”: Das sind weniger Quellenangaben als Le-
sehinweise und Tipps fiir weitere Erkundungen. Jedes Kapitel
schliet dann mit ,Etiiden” ab — die man als Ubungsaufgaben
verwenden kann, aber mehr noch als Ausgangspunkte fiir ei-
gene Erkundungen. Immerhin hat ein weiser Mathematiker
(ndmlich George Pélya in [393]) mal behauptet, Mathematik sei
kein Zuschauersport, und da ist nattirlich etwas Wahres dran,
wenn es auch nattirlich keine vollstindige Antwort ist.

Insgesamt ist das Buch als ein Lesebuch gedacht, das erzihlt,
aber nur in sehr kleinem Umfang Mathematik erklirt. Aber — et-
was Mathematik illustrieren und vorfiihren miissen und wollen
wir eben doch. Und so steigen wir in manchen Passagen etwas
tiefer in ein Thema ein, zum Beispiel mit einem komplexeren
Beweis. Um das Uberspringen solcher Passagen zu erleich-
tern, markieren wir unser , Hinein-“ und ,, Herauszoomen” mit
Symbolen am Rand.

Lebensdaten zu den Personen und Protagonisten in diesem
Band finden sich im Anhang, ebenso wie ein Stichwortverzeich-
nis und ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis, das hoffentlich
zum Weiterlesen animiert.

Man sieht diesem Buch sicher an, dass wir sehr viele Jah-
re daran gearbeitet haben — mehr als elf. Trotz aller Miihe
und versuchter Sorgfalt gibt es sicher noch Fehler und Un-
genauigkeiten: Hinweise darauf interessieren uns genauso
wie Kritik und Verbesserungsvorschlédge. Gleichzeitig sind

ix
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wir all denen ausgesprochen dankbar, die tiber die Jahre die
Arbeit an diesem Buch begleitet haben, mit Korrekturen und
wertvollen Hinweisen, im GrofSen zum Konzept wie auch zu
Tausenden Details. Besonders genannt seien dafiir, neben den
vielen Studentinnen und Studenten in unseren Panorama-
Vorlesungen und -Seminaren an der Freien Universitdt Berlin,
Moritz Firsching, Jonathan Kliem und Johanna Steinmeyer so-
wie Joshua Aaron, Daniel Ambrée, Baltus Baumbauer, Dirk
Frettloh, Anna Hartkopf, Annette Mérz-Lowenhaupt, David
Muschke, Karsten Pfaff, Daniel Plaumann, Moritz W. Schmidyt,
Thomas Schmidt, Jan Schneider, Jonathan Spreer, Hannes
Stoppel und Thomas Vogt. Klaus Hafle hat das Projekt tiber
Jahre hinweg mit unzahligen klugen und aufmunternden Hin-
weisen begleitet, Alexander Schulte verdanken wir viele der
wunderbaren Graphiken in diesem Buch, Katrin Gloggen-
giesser gebiihrt herzlicher Dank fiir die Portraitzeichnungen
und Andreas Riidinger bei Springer-Spektrum fiir Untersttit-
zung, viele wertvolle Kommentare und die jahrelange Geduld.
Schliefllich danken wir fiir nachhaltige Unterstiitzung dieses
Projekts tiber viele Jahre der Freien Universitat Berlin sowie der
Deutschen Forschungsgemeinschaft im Rahmen des Berliner
Forschungszentrums MATHEON , Mathematik fiir Schltissel-
technologien” und des Berlin-Miinchener Sonderforschungs-
bereichs , Diskretisierung in Geometrie und Dynamik”.

Andreas Loos, Rainer Sinn und Glinter M. Ziegler
Berlin/Leipzig/Berlin, Mai 2022
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Was ist Mathematik?

,Was ist Mathematik?” Das ist die zentrale Frage dieses Buches. In
diesem Kapitel prisentieren wir einige Definitionsversuche, skizzieren
Beschreibungen aus sehr unterschiedlichen Perspektiven und tauchen
damit ein in die Vielfalt und Komplexitit all dessen, was unter dem
Begriff ,,Mathematik” zusammengefasst wird.

Thema 4
Mathematik als Teil der Kultur 4
Mathematik als Werkzeugkasten 5
Mathematik als Studienfach und als Beruf 9

Variationen 10
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4 WAS IST MATHEMATIK?

THEMA

Was ist Mathematik? Eine Definition ist offenbar schwierig, wie der Eintrag in Wikipedia
zeigt:
Die Mathematik [...] ist eine Wissenschaft, die aus der Untersuchung von geometrischen Figuren
und dem Rechnen mit Zahlen entstand. Fiir Mathematik gibt es keine allgemein anerkannte
Definition; heute wird sie tiblicherweise als eine Wissenschaft beschrieben, die durch logische

Definitionen selbstgeschaffene abstrakte Strukturen mittels der Logik auf ihre Eigenschaften und
Muster untersucht. [Version vom 26. Dezember 2020]

In der Tat entstand die Mathematik historisch aus ,, Zahlen und Figuren”, aber das be-
schreibt nicht die Untersuchungsgegenstinde der modernen Wissenschaft Mathematik.
Diese riesige moderne Wissenschaft lasst sich nicht klar umreifSen, also definieren. Statt-
dessen weichen die Autoren in Wikipedia auf eine vagere Beschreibung aus, die ihrerseits
problematisch ist: Wenn Mathematik nur ,selbstgeschaffene abstrakte Strukturen” be-
trachtet, wieso kann sie dann interessant sein? Uberrascht dann nicht die offenkundige
Widerspruchsfreiheit der Mathematik? Und wie kann dann Mathematik relevant sein fiir
die Welt, fiir Physik, Chemie, Technik und Wirtschaft, sogar fiir die Kunst?

Ein Teil der Schwierigkeit besteht darin, dass der Begriff ,Mathematik” mindestens
drei unterschiedliche — aber eng miteinander verbundene und voneinander abhéngige —
Aspekte vermischt:

1. Mathematik als Teil der Kultur,

2. Mathematik als Werkzeugkasten, ein Reservoir von Hilfsmitteln fiir den Alltag, und

3. Mathematik als hochentwickelte, eigenstandige, aktive Wissenschaft, eine essenzielle
Grundlage fiir Informatik, Naturwissenschaften und Technik.

Mathematik als Teil der Kultur

Mathematik ist ein entscheidendes Hilfsmittel zum Verstandnis der Welt, tragt wesentlich
bei zur Gestaltung des Lebens, ist ein integraler (nicht abtrennbarer) Teil der Kultur. Wir
alle haben Mathematik als Schulfach kennengelernt und dadurch einen (mitunter sehr
subjektiven) Eindruck bekommen. Dartiberhinaus ist sie auch Studienfach mit exzellenten
Berufsaussichten. Sie ist aber um einiges bunter und vielféltiger, als man nach der Schule
oder dem Studium vielleicht denkt.

Anfiinge der Kultur. Mathematik ist so alt wie die menschliche Kultur: Wir finden geome-
trische Muster auf steinzeitlichen Fundstiicken; zum Beispiel Markierungen in Gruppen
von 11, 13, 17 und 19 Kerben (Zahlen? Bestandteil eines Kalenders? Oder wirklich Prim-
zahlen?) auf dem etwa 22 000 Jahre alten ,Ishango-Knochen”, der in Zentralafrika gefun-
den wurde. In der dgyptischen Hochkultur wurde Geometrie entwickelt, um das Niltal
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nach Uberschwemmungen neu zu vermessen und die Pyramiden nach den Gestirnen aus-
zurichten. Aus Mesopotamien sind vor fast 4000 Jahren Untersuchungen etwa zu Briichen
und zu quadratischen und kubischen Gleichungen belegt. Seit der klassischen griechi-
schen Hochkultur gibt es die Mathematik als Wissenschaft, mit Definitionen, Lehrsédtzen
und Beweisen — und mit bemerkenswerten Ergebnissen, die auch heute noch klassisches
Wissen der Mathematik sind, darunter die Unendlichkeit der Primzahlen, der Satz von
Pythagoras, der euklidische Algorithmus und die Klassifikation der platonischen Korper.

Schliissel zum Verstindnis der Welt. Mathematik wurde entwickelt, um die Welt zu be-
schreiben und zu erkldren — und ist dabei ausgesprochen erfolgreich. Galileo Galilei be-
hauptete 1623 in seiner Schrift Il Saggiatore, das Buch der Natur sei in der Sprache der Ma-
thematik geschrieben. In der Tat ist die Mathematik heutzutage die Sprache, in der die Mo-
delle in den quantitativen Wissenschaften geschrieben sind. Der Physik-Nobelpreistrager
Eugene Wigner sprach in einem berithmten Vortrag 1959 in New York von der ,,unverniinf-
tigen Effektivitdt der Mathematik in den Naturwissenschaften”, der vielleicht {iberraschen-
den Niitzlichkeit der Mathematik dabei, diese Modelle zu formulieren und die Natur zu
verstehen. Darauf werden wir im Kapitel ,,Anwendungen” (S. 335 ff.) zurtickkommen.

Asthetik und Schonheit. Mathematik, mathematische Formeln, Strukturen und Beweise
werden vielfach als schén beschrieben: Die Mathematik hat ihre eigene Asthetik. Sie wird
aber auch in der Ausfithrung und zur Analyse verschiedener Kiinste verwendet, zur Be-
schreibung von musikalischen Harmonien (schon bei Platon!), in der Proportionenlehre
(Stichwort ,, Goldener Schnitt” %(1 + \/5) ), der Entwicklung der Perspektive (hierzu hat
Albrecht Diirer 1525 ein Standardwerk verfasst), aber auch in der Architektur (praktisch
bei Kiihltiirmen von Kraftwerken oder auch &sthetisch bei biomorphen Spannkonstruk-
tionen wie dem Zeltdach des Miinchner Olympiastadions, bis zu den mathematisch-
konstruierten ,Freiformen” von Frank Gehry). Mathematik ist ein Baustein von Schon-
heit!

Mathematik als Werkzeugkasten

Die Anfange der Mathematik sind verbunden mit der Losung von Alltagsproblemen, etwa
der Landvermessung, dem Zahlen und Ordnen usw. Aus antiker Zeit kennt man hochent-
wickelte Kalender, Mafieinheiten, astronomische Gerédte und Abschédtzungen.

Das Rechenbiichlein von Adam Ries (erste Auflage: 1522) war ein Bestseller, in dem all-
gemein verstandlich, auf Deutsch, die Mathematik erkldrt wurde, die damals zur Bewal-
tigung des Alltags notig war: Zahlen in Dezimaldarstellung, Briiche, Dreisatz, Zins und
Zinseszins, das Umrechnen von vielfaltigen Mafleinheiten, dazu etwas Geometrie. Damit
konnte der Kaufmann auf dem Markt seine Geschifte selbst in die Hand nehmen, anstatt
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6 WAS IST MATHEMATIK?

auf den Rechenmeister zu warten: ein moglicherweise entscheidender Beitrag zum wirt-
schaftlichen Aufschwung im Deutschland des 16. Jahrhunderts!

Bis heute liefert der Teil der Mathematik, den man auf der Schule lernt, wichtige Hilfs-
mittel mit grofler wirtschaftlicher Bedeutung. Dazu gehoéren auch der Umgang mit Wahr-
scheinlichkeiten und Statistiken, sowie algorithmische Fahigkeiten, etwa Sortieren, Routen-
planung etc. Das Spektrum von mathematischen Methoden, denen wir im Alltag begeg-
nen, ist aber weitaus grofier — auch wenn sie oft versteckt bleiben. Zum Beispiel kommen
bei der Bewiltigung grofler Datenmengen auch Ergebnisse aktueller Forschung zum Ein-
satz: Fiir die Verarbeitung von Big Data wird komplizierte neue Mathematik entwickelt
(Beispiel: ,,Compressed Sensing”). Die Geschéftsmodelle von Firmen wie Microsoft, Goo-
gle, Amazon oder Facebook basieren nicht nur auf effektiver (mathematischer!) Analyse
und Optimierung von Daten, sondern auch darin, anderen Firmen Wissen und Infrastruk-
tur fiir die Auswertung deren Daten zur Verfiigung zu stellen.

Dass und mit welch groflem Einfluss auf die Gesellschaft heute Daten ausgewertet wer-
den, ist Gegenstand wachsender Kritik — beispielhaft seien Weapons of Math Destruction von
Cathy O’Neil, das Buch Counting: How We Use Numbers to Decide What Matters der Politolo-
gin Deborah Stone oder Brian Christians The Alignment Problem genannt. Auch die Debatte
um den Einfluss von Computer-Algorithmen in sozialen Netzen und die Beeinflussung
von Wahlen hat also einen mathematischen Hintergrund.

Die Mathematik im Alltag bleibt aber vielfach unter der Oberfldche verborgen: In Wet-
terbericht und Klimaprognosen stecken modernste Numerik, Statistik und grofse Daten-
mengen und Rechnerleistungen. ,Computer-Aided Design” heifst, dass geometrische
Formen (etwa Automobilkarosserien) zuerst im Computer entstehen. Und bei Compu-
tergraphiken, wie sie in Kinofilmen (im Animationsfilm oder im Realfilm) zum Einsatz
kommen, ist die Unsichtbarkeit der mathematischen Hilfsmittel sogar entscheidend! Haben
wir ein Gefiihl fiir die Macht der Mathematik unter der Oberfldche?

Mathematik als Wissenschaft. Mathematik (als Wissenschaft) ist schwierig — sie verallgemei-
nert und destilliert Strukturen und Eigenschaften, 16st sie von beobachteten Phanomenen
und Objekten, studiert und konstruiert abstrakte Strukturen. Dabei bauen neue Theori-
en systematisch auf fritheren Erkenntnissen auf. Es entstehen Theoriegebdude, die man
zum Verstdndnis systematisch, ein Stockwerk nach dem anderen, erarbeiten muss. Ma-
thematik stellt also die schwierigsten intellektuellen Probleme der Welt; manche brauchen
Jahrhunderte von der Formulierung bis zur Losung. In der Schwierigkeit liegt gleichzeitig
der Reiz, die Herausforderung: Mathematik liefert grofie Ziele fiir gemeinsame Anstren-
gung.

Die Geschichte der Mathematik tiber 6000 Jahre hat der Mathematikhistoriker Hans
Wufling 2008/2009 in zwei gewichtigen Banden [539, 540] dokumentiert: In diesem Kapitel
konnen daher nur grofSe Bogen skizziert werden. Um ein umfassendes Bild zu bekommen,
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muss die Geschichte der Mathematik aus vielen verschiedenen Perspektiven betrachtet

werden. Zu diesen gehoren, mit grofien Verdnderungen und Entwicklung tiber die Jahr-

hunderte,

¢ die Motivation fiir die Forschung,

o die Gegenstinde und die zugehorigen Teilgebiete, und darin die grofien, zentralen Pro-
bleme,

o die gelosten Probleme und erzielten Resultate als ,,Meilensteine”,

¢ die Mathematiker und erst spater dann auch Mathematikerinnen, die Wesentliches bei-
getragen oder Forschungsrichtungen motiviert und initiiert haben,

o die Arbeitsweisen und Hilfsmittel, etwa die Rolle der Messgerite, Rechenmaschinen
und Computer,

¢ die wachsenden Anspriiche an und Fortschritte in Hinblick auf Formalisierung und
Prézision, beim Bau und der Sicherung der Fundamente der Mathematik, sowie

¢ die sozialen Rahmenbedingungen fiir das Betreiben von Mathematik als Hobby oder als
Beruf, an Akademien und Universititen, an Schulen und in der Industrie.

Das Werden der Wissenschaft. Aus den frithen Hochkulturen in Agypten und Mesopo-
tamien sind trickreiche Rechnungen und geometrische Konstruktionen dokumentiert.
Mathematik als Wissenschaft mit dem Anspruch der Formulierung von Aussagen mit
unbestreitbar giiltigen Beweisen ist allerdings eine Leistung der griechischen Antike

— dokumentiert in den Elementen des Euklid aus dem dritten Jahrhundert vor Chris-
tus, in denen das Wissen ihrer Zeit systematisch zusammengefasst ist und die noch bis
in die Neuzeit als Lehrbuch verwendet wurden. Seit Euklid wird Mathematik ausge-
hend von Axiomen (Grundannahmen) entwickelt, es werden Theoreme (Hauptsétze),
Propositionen (Lehrsédtze) und Lemmata (Hilfsdtze) formuliert und dann formal bewie-
sen.

Entwicklung als moderne Wissenschaft. Mathematik als moderne Wissenschaft wird ab
dem 17. Jahrhundert betrieben: Methoden der Zahlentheorie werden systematisch ent-
wickelt und fithren zur Algebra. Alltagsbeobachtungen fiithren zu den Anfidngen von
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Motiviert auch durch physikalische und astro-
nomische Fragenstellungen begriinden Newton und Leibniz die Analysis (Differential-
und Integralrechnung); Euler und Cauchy gieflen sie spater in einflussreiche Lehrbii-
cher.

Professionalisierung und Prizisierung. Erst ab dem 18. Jahrhundert bieten Akademien und
spater dann Universitaten, technische Hochschulen und Gymnasien die Moglichkeit, Ma-
thematik als Beruf zu betreiben. Gleichzeitig beginnt die Entwicklung der Mathematik
als eigenstindige Wissenschaft, die auch losgelost von externen Fragestellungen, etwa der
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Astronomie und Physik, betrieben wird: Es werden ,abstrakte” Strukturen konstruiert und

studiert und man beschéftigt sich mit ihrer eigenen Struktur und ihren Grundlagen. Par-

allel dazu werden ab dem 19. Jahrhundert die modernen Standards an Prazision und an

Ausformulierung der giiltigen Grundlagen fiir grofle Bereiche der Mathematik geschaffen:

So verbindet man

¢ mit dem Namen von Weierstrafy die in , Weierstrafy’scher Strenge” entwickelte Analysis
(mit dem ,,e-0-Kalkiil”),

¢ mit Dedekind grundlegende Betrachtungen iiber ,Was sind und was sollen die Zah-
len?”,

¢ mit Cantor die Entwicklung der Mengenlehre,

¢ mit Boole, Frege und anderen die Formalisierung der Logik, und

¢ mit Riemann, Klein und Hilbert die Grundlegungen der modernen Geometrie.

Mit Hilfe von algebraischen Theoriebildungen werden in dieser Zeit grofie klassische

Probleme der Antike gelost: Carl Friedrich Gaufs hat gezeigt, dass das regelmafSiige n-

Eck nur fiir ganz spezielle Werte von n mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann.

Und es wird bewiesen, dass die Verdopplung des Wiirfels, die Dreiteilung des Winkels

und die Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal nicht exakt gelost werden kon-

nen.

20. und 21. Jahrhundert. Das 20. Jahrhundert wird mit den von David Hilbert auf dem
Internationalen Mathematiker-Kongress 1900 in Paris vorgestellten 23 ,Hilbert’schen Pro-
blemen” eroffnet. Hoffnungen auf eine vollstindige Mechanisierbarkeit oder auch nur
theoretische Vollstandigkeit der Mathematik werden durch die von Kurt Godel 1930 in
Konigsberg présentierten Unvollstindigkeitssatze zerstort: Die Widerspruchsfreiheit der
Grundlagen der Mathematik ist prinzipiell nicht beweisbar und in jeder hinreichend kom-
plexen Theorie gibt es nichtentscheidbare Sitze.

Andererseits verzeichnet das 20. Jahrhundert die Konstruktion gigantischer neuer
Theoriegebaude, etwa der Algebraischen Topologie, der Algebraischen Geometrie so-
wie der Analytischen und der Algebraischen Zahlentheorie, mit denen fundamentale
Probleme gelost werden. Es kommt insbesondere nach dem Zweiten Weltkrieg zu ei-
ner Wissensexplosion: Inzwischen verzeichnet man mehr als 100 ooo Forschungsbei-
trdage pro Jahr, die in Dutzende grofle Teilgebiete mit vielféltigen Verdstelungen einge-
teilt werden, etwa nach der Mathematics Subject Classification (MSC) in der aktuellen
Version von 2020 in 63 grofie Teilgebiete und mehr als 6000 einzelne Themenbereiche
[134].

Gleichzeitig wird Mathematik zu einer unverzichtbaren Grundlage der Hochtechnolo-
gie: moderne Physik, Informatik, Technik, Industrie und Wirtschaft sind ohne ihre mathe-
matischen Grundlagen und ohne hochentwickelte mathematische Methoden und Verfahren
nicht denkbar. Daher kann man grof3e Bereiche von Wirtschaft und Technik, wie etwa die
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Logistik, die Telekommunikationsindustrie, Versicherungs- und Finanzwirtschaft, mit eini-
gem Recht als ,mathematische Industrie” auffassen.

Neue Themen verdandern aktuell das Gesicht der Mathematik, darunter die Zusammen-
arbeit vieler hunderter Mathematikerinnen und Mathematiker im Internet in , Polymath-
Projekten” und die systematische Konstruktion von Computer-iiberpriifbaren ,formalen
Beweisen”.

Es bleibt viel zu tun: Zu den groflen offenen Problemen der Mathematik gehoren sechs
der sieben im Jahr 2000 verkiindeten ,Millenniumsprobleme” der Clay-Stiftung, von denen
bisher nur ein einziges (ndmlich die Poincaré-Vermutung durch Grigori Perelman) gelost
wurde, darunter
o die Riemann’sche Vermutung aus der Zahlentheorie, die sehr genaue Abschédtzungen tiber

die Verteilung der Primzahlen liefern wiirde,

o die P#NP-Vermutung der Komplexititstheorie, wonach Probleme, fiir die Lésun-

gen schnell tiberpriift werden konnen, nicht unbedingt selbst schnell 16sbar sind, so-

wie
o eine Losungstheorie fiir die Navier-Stokes-Gleichungen, die stromende Fliissigkeiten be-

schreiben.

Mathematik als Studienfach und als Beruf

Wie viele Mathematikerinnen und Mathematiker gibt es? Wenn damit die promovier-

ten Mathematikerinnen und Mathematiker weltweit und aller Zeiten gemeint sind, dann
liefert das Mathematics Genealogy Project (www.genealogy.ams.org) einen Anhaltspunkt:
Anfang 2022 fiihrte es schon mehr als 275000 Mathematikerinnen und Mathematiker auf,
die meisten davon aus den letzten flinfzig Jahren.

Betrachtet man die gegenwirtigen Mitgliederzahlen der Fachverbénde, so kommt man
weltweit auf weit mehr als 100000 ,,organisierte” Mathematikerinnen und Mathematiker:
So hat die Deutsche Mathematiker-Vereinigung DMV rund 5000 Mitglieder. Von den drei
grofien mathematischen Gesellschaften der USA, die alle auch viele internationale Mitglie-
der haben, ist die American Mathematical Society AMS die grofite (rund 30 0oo Mitglieder),
gefolgt von der Mathematical Association of America MAA (mehr als 25000) und der Society
for Industrial and Applied Mathematics SIAM (knapp 15000).

Mathematik ist ein kleineres Studienfach, fiir das die Statistiken relativ hohe Abbrecher-
zahlen ausweisen. Andererseits sind die Berufsaussichten fiir die Absolventinnen und
Absolventen sehr gut und ausgesprochen vielféltig: Viele von ihnen unterrichten spéater an
Schulen und Hochschulen oder arbeiten fiir Beratungsunternehmen und in der Software-,
Finanz- und Versicherungsindustrie.

9
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VARIATIONEN

Mathematik als Teil der Kultur

Anfinge der Kultur

Proklos, ein antiker Philosoph sagt: ,Das aber ist Mathematik: Sie
erinnert dich an die unsichtbaren Formen der Seele; sie gebiert
ihre eigenen Entdeckungen; sie erweckt den Geist und reinigt
den Intellekt; sie erleuchtet die uns innewohnenden Ideen; sie
vernichtet das Vergessen und die Ahnungslosigkeit, die uns mit
der Geburt zu eigen sind ... Aber ich mag Mathematik einfach,
weil sie Spafd macht.

So beginnt Terence Tao sein Buch Solving Mathematical Pro-
blems [492] tiber Strategien zur Losung mathematischer Wettbe-
werbsaufgaben. Tao ist einer der wichtigsten Mathematiker der
Gegenwart. 2006 wurde er mit der Fields-Medaille gewtirdigt,
die héufig als , Nobelpreis der Mathematik” bezeichnet wird.
Er war einer der jiingsten Teilnehmer und Preistréger der Inter-
nationalen Mathematik-Olympiade aller Zeiten: Mit noch nicht
einmal elf Jahren hielt er seine erste Bronzemedaille in Handen,
ein Jahr darauf holte er Silber und dann Gold.

Die beiden Seiten des etwa 22 000 Jah-
re alten Ishango-Knochens. Was hier
gezdhlt wurde, bleibt ein Geheimnis.
Entdeckte ein Urmensch die Prim-
zahlen zwischen 10 und 20? (Mehr
zur Geschichte des Knochens im
Kapitel ,,Primzahlen”, S. 155, und
Ziegler [548])



Das Zitat von Proklos deckt bereits eine ganze Reihe von
Blickwinkeln auf die Mathematik ab. In seiner Charakterisie-
rung der Mathematik als einer Schule des Denkens greift er
auf seinen Vordenker Platon zurtick, der etwa sechshundert
Jahre vor Proklos in seiner Politeia Ahnliches behauptete — und
zudem den Nutzen der Angewandten Mathematik andeutet:

Also, Bester, wire sie [die Geometrie] auch eine Leitung der Seele

zur Wahrheit hin und ein Bildungsmittel philosophischer Gesin-

nung. [...] So sehr als moglich miissen wir also, sprach ich, darauf
halten, dass dir die Leute in deinem Schonstaate der Geometrie
nicht unkundig seien. Und auch der Nebengewinn davon ist nicht
unbedeutend [...] ja auch bei allen andern Kenntnissen, um sie
vollkommener aufzufassen, wird ein gewaltiger Unterschied sein
zwischen denen, die sich mit Geometrie abgegeben haben und
denen, die nicht. (Platon, Politeia VII 107d527)

Asthetik und Schinheit. ,Sie gebiert ihre eigenen Entdeckun-
gen”, schreibt Proklos tiber die Mathematik. Mathematik haftet
etwas Irreales an, eine Existenz unabhidngig von der Welt, in
der wir leben. Und warum konnte es schon Proklos so vor-
kommen, als ob man beim Forschen einen abgeschlossenen,
fertigen Kosmos aus Zahlen, Strukturen und Verkniipfungen
durchkdammt, der auf wundersame Weise in sich schliissig er-
scheint? (Mehr dazu im Kapitel , Philosophie der Mathematik”,
S. 123 ff.)

Vielen Mathematikerinnen und Mathematikern scheint die
ratselhafte tiefe Schliissigkeit der Mathematik eine Befriedigung
zu verschaffen; sie empfinden sie deshalb als ,schon”. Carl
Friedrich Gaufs etwa schrieb:

Der Geschmack an den abstrakten Wissenschaften im allgemeinen

und im besonderen an den Geheimnissen der Zahlen ist dufSerst

selten, dariiber braucht man sich nicht zu wundern: Die reizenden

Zauber dieser erhabenen Wissenschaft enthiillen sich in ihrer

ganzen Schonheit nur denen, die den Mut haben, sie griindlich zu

untersuchen. [541, S. 125]

Diese Zeilen stammen aus einem Brief an Sophie Germain, die
ihn zuvor tiber mehrere Jahre hinweg tiber ihre wahre Identitét
getduscht hatte: Die mathematische Autodidaktin hatte 1804
nach der Lektiire von Gaufs’ Lehrbuch zur Zahlentheorie Dis-
quisitiones Arithmeticae mit ihm eine Korrespondenz tiber ihre

WAS IST MATHEMATIK? 11

Terence Chi-Shen Tao (*1975) wurde
in Adelaide in Australien geboren
und ist heute an der University

of California in Los Angeles tatig.

Er fiel schon friih als mathemati-
sches Wunderkind auf: Er besuchte
schon mit 9 Jahren mathematische
Vorlesungen und nahm schon mit

10 Jahren an der Internationalen
Mathematik-Olympiade teil, zuerst
ohne Auszeichnung. Er gewann aber
mit 11 Jahren eine Bronze-, mit 12
eine Silber- und mit 13 eine Goldme-
daille. Seine mathematische Karriere
ging steil weiter: Er veroffentlichte
seine erste wissenschaftliche Arbeit
mit 15, machte seinen Masterab-
schluss mit 16 und promovierte dann
an der Princeton University mit 21.
Er wurde im Alter von 31 Jahren mit
einer Fields-Medaille ausgezeichnet
(und gewann viele andere Preise
und Auszeichnungen). Kolleginnen
und Kollegen, die ihn personlich
kennen, duflern sich beeindruckt von
der Breite und auch der Tiefe seines
mathematischen Wissens. Neben den
vielen wichtigen wissenschaftlichen
Arbeiten und Fachbiichern zu mo-
dernen Gebieten der Mathematik,
die er geschrieben hat, ist er der
mathematischen Offentlichkeit auch
durch seinen aktiven (und auch fiir
die Forschung einflussreichen) Blog
zur Mathematik bekannt.
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mathematischen Forschungsthemen begonnen und sich dabei
als ,Monsieur Le Blanc” ausgegeben.

Ein anderes Beispiel: Eduard Kummer, ein Zeitgenosse von
Gaufs, hielt 1867 eine Festrede vor der Berliner Akademie der
Wissenschaften. Es war das Jahr nach Leibniz” 150. Todestag
und so behandelte Kummer in seiner Rede Leibniz’ Entde-
ckung der unendlichen Reihe

71_1714_171_1_17

4 3 5 7 9 7
Kummer erwihnte, Leibniz habe dieser Reihe in seiner ersten
Verdffentlichung den Satz numero deus impari gaudet angeftigt,

also: , Gott erfreut sich an der ungeraden Zahl”, und féahrt fort:

Wir erkennen aus dieser AuBerung zunéchst, dafl Leibniz selbst
die neue unendliche Reihe in ihrer einfachen und dabei unendlich
mannichfaltigen Form mit Staunen und mit Verwunderung ange-
schaut hat, und daf} dieselbe auf ihn in dhnlicher Weise gewirkt
hat, wie der Anblick des Meeres in seiner Unbegréanztheit, oder
der Anblick einer grofiartigen Gebirgsgegend auf den Menschen
wirkt. Solcher Eindriicke wird auch jeder Mathematiker sich be-
wuflt sein, denn in dem Reiche des Mathematischen herrscht eine
eigenthtimliche Schonheit, welche nicht sowohl mit der Schon-
heit der Kunstwerke, als vielmehr mit der Schonheit der Natur
tibereinstimmt und welche auf den sinnigen Menschen, der das
Verstandnifs dafiir gewonnen hat, ganz in dhnlicher Weise ein-
wirkt, wie diese. Daf3 aber Leibniz ausruft Gott freut sich iiber die
ungraden Zahlen, hat einen noch tieferen Sinn, denn es spricht
sich hierin das Bewuf3tsein dariiber aus, dafs das Reich des Mathe-
matischen mit seinem ganzen unendlich mannigfaltigen Inhalte
nicht menschliches Machwerk ist, sondern ebenso als Gottes
Schopfung uns objectiv entgegentritt wie die dufSere Natur. [293]

Ritsel, Herausforderung, Wettbewerb. Mathematik ist aber auch Eine typische Olympiade-Aufgabe,
eine Art Sport. Proklos’ obiges Zitat findet sich am Anfang ’]15“5 d?”ﬂi}ﬁgf’ 21\(/’[10 q »

. .. . s sei ie Menge der positiven
von Taos Buch tiber das Losen von Aufgaben aus Mathematik- ganzen Zahlen. Man bestimme alle
Olympiaden. Tatsdchlich ist Mathematik fiir viele Menschen Funktionen g : N — N, so dass
(auch) eine Herausforderung zum Knobeln, zum Riétseln die Zahl g(m) + nm + g(n) fiir alle

und Problemlosen. Jedes Jahr treten rund 600 Schiilerinnen m,n € N eine Quadratzahl ist.

und Schiiler aus mehr als 100 Landern zur Internationalen
Mathematik-Olympiade an (hochstens sechs aus jedem Land).
Der Frauenanteil liegt bei etwa 10 %.



Weniger spezialisiert, aber mit viel Begeisterung: Weit mehr
als 100000 Schiilerinnen und Schiiler 16sen jedes Jahr die
24 vorweihnachtlichen Knobelaufgaben des mathematischen
Adventskalender unter www.mathekalender.de. Und mehr als
sechs Millionen Schiilerinnen und Schiiler nehmen jedes Jahr
am Schulwettbewerb ,Kanguru der Mathematik” teil; diese
Schiilerwettbewerbe haben rund 50 % weibliche Teilnehmer.

Mathematik als Werkzeugkasten

Tom Lehrer, ein amerikanischer Kabarettist mit Mathematik-
Abschluss von der Harvard University, schrieb in den 1990er
Jahren seine eigene Antwort auf unsere Titelfrage als Titelsong
fur eine Kinderfernsehsendung tiber Mathematik. Er stellt
einen weiteren Aspekt der Mathematik in den Vordergrund, die
praktische Anwendbarkeit:

WAS IST MATHEMATIK?

Counting sheep

When you're trying to sleep,
Being fair

When there’s something to share,
Being neat

When you're folding a sheet,
That’s mathematics!

When a ball

Bounces off of a wall,

When you cook

From a recipe book,

When you know

How much money you owe,
That’s mathematics!

How much gold can you hold
in an elephant’s ear?

When it’s noon on the moon,
then what time is it here?

If you could count for a year,
would you get to infinity,

Or somewhere in that vicinity?

That's Mathematics

©1995 Tom Lehrer, Ubersetzung und Abdruck mit
freundlicher Genehmigung

Schifchen zu zédhlen,

wenn man einschlafen will,
gerecht zu sein,

wenn es was zu teilen gibt,
ordentlich zu sein,

wenn man ein Bettlaken faltet —
das ist Mathematik!

Wenn ein Ball

von der Wand abprallt,
wenn du nach

Kochbuch kochst,

wenn du weifst,

wie viel Geld du schuldest -
das ist Mathematik!

Wie viel Gold kannst du in einem
Elefantenohr halten?

Wie viel Uhr ist es hier,

wenn es auf dem Mond Mittag schldgt?
Wenn man ein Jahr lang z&hlt,

kommt man dann bis unendlich

oder zumindest in die Ndhe davon?
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When you choose

How much postage to use,
When you know

What's the chance it will snow,
When you bet

And you end up in debt,

Oh try as you may,

You just can’t get away

From mathematics!

Andrew Wiles gently smiles

Does his thing and voila.

QED we agree and we all

shout horrah,

As he confirms what Fermat

Jotted down in that margin

Which could’ve used some enlargin’.

Tap your feet,

Keepin’ time to a beat,

Of a song

While you're singing along,
Harmonize

With the rest of the guys,
Yes, try as you may,

You just can’t get away
From mathematics!

Wenn du heraussuchst,

wie viel Porto du brauchst,

wenn du weifdt,

wie wahrscheinlich es schneit,

wenn du wettest,

und am Ende mit Schulden dasitzt —
oh, dreh’s wie du willst,

du entkommst ihr einfach nicht,

der Mathematik!

Andrew Wiles lachelt fein

macht sein Ding und voila.

QED, wir stimmen ein und schreien
alle Hurra!

wenn er bestétigt, was Fermat

auf einem Rand notierte,

der ein Stiick breiter hitte sein konnen.

Wippe mit dem Fuf,

um den Takt zu halten,

bei einem Lied,

bei dem du mitsingst,

stimme dich ab,

mit dem Rest der Leute —

ja, dreh’s wie du willst,

du entkommst ihr einfach nicht,
der Mathematik!

Mathematik ist ohne Zweifel niitzlich — im Alltag begegnen
wir alle verschiedensten Formen von Mathematik, sehen und
benutzen sie. Wirtschaft und Industrie, Ingenieurwesen und
Produktion, Logistik und Technologie basieren heutzutage
samtlich auf hochentwickelter Mathematik. (Mehr dazu im

Kapitel ,,Anwendungen”, S. 335 ff.)

Was ist also Mathematik?

Diese Frage kann nicht durch philosophische Allgemeinheiten,
semantische Definitionen oder journalistische Umschreibungen
befriedigend beantwortet werden. Beschreibungen dieser Art
werden ja auch der Musik oder der Malerei nicht gerecht[,]



schrieb der namhafte Mathematiker Richard Courant 1964 [98].

Und weiter:

Wie so oft gesagt wird, zielt die Mathematik auf fortschreitende
Abstraktion, logisch strenge, axiomatische Deduktion und im-
mer grofiere Verallgemeinerung. Eine solche Charakterisierung
entspricht der Wahrheit, jedoch nicht der ganzen Wahrheit; sie
ist einseitig, nahezu eine Karikatur der lebendigen Realitit. [...]
Die Wechselwirkung zwischen Allgemeinheit und Individualitat,
Deduktion und Konstruktion, Logik und Imagination — das ist
das fundamentale Wesen der lebendigen Mathematik. Jeder ein-
zelne dieser Aspekte der Mathematik kann im Mittelpunkt einer
gegebenen Leistung stehen. Bei einer weitreichenden Entwicklung
werden alle beteiligt sein. [98]

Mathematik als Wissenschaft

Das Werden der Wissenschaft. Die Mathematik wéchst — so ra-
sant, dass heute niemand mehr einen kompletten Uberblick

uber sie haben kann. Inzwischen wird man schier von der Mas-

se erschlagen: Mehr als 100000 Veroffentlichungen pro Jahr
registriert inzwischen das zbMATH. Dieses Projekt, 1931 als
Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete gegriindet, hat
die Aufgabe, mathematische Veroffentlichungen aufzufiihren
und, wenn sie wichtig sind, in Kurzzusammenfassungen dar-
zustellen. Inzwischen ist das Zentralblatt als Datenbank unter
zbmath.org im Internet zugreifbar: Es hat mehr als 4,3 Millio-
nen Eintrége aus fast zweihundert Jahren gesammelt, wobei
weit tiber 9o % der Eintrdge in den letzten 50 Jahren hinzuge-
kommen sind.

Doch auch schon viel frither war es nicht leicht, einen Uber-

blick {iber weite Bereiche der mathematischen Forschung zu

erarbeiten, was etwa um 1900 nur noch einzelnen grofsen Kop-

fen wie David Hilbert und Henri Poincaré gelang.

Vor 200 oder 300 Jahren hat sich in Europa nur eine relativ
kleine Elite mit Mathematik beschiftigt, die ihr Wissen in der
Regel auf dem Postweg teilte. Erst allmahlich verénderte sich
im 18. Jahrhundert der Wissensaustausch. Die ersten Journale
entstanden und Mathematik wurde zunédchst gleichberechtigt
neben anderen Wissenschaften behandelt. Das erste Wissen-
schaftsjournal, die 1682 gegriindete Acta Eruditorum, kann
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Richard Courant (1888-1972), Na-
mensgeber eines der bekanntesten
mathematischen Fachbereiche, des
Courant Institute for Mathematical
Sciences an der New York Universi-
ty (NYU), wurde 1888 in Schlesien
geboren. Promoviert wurde er in
Gottingen als Assistent von David
Hilbert. 1933 emigrierte er nach New
York.

Bekannt ist Courant nicht nur fiir
seine Forschung, sondern auch fiir
sein Buch What is Mathematics?, das
in groBlen Teilen der jiingere Topologe
Herbert Robbins in Riicksprache
mit Courant schrieb. Courant hatte
Geschiftssinn — so nahm er bereit-
willig Thomas Manns Ratschlag an,
das Buch nicht Mathematische Unter-
suchungen grundlegender elementarer
Probleme fiir das allgemeine Publikum zu
nennen.

Die erste Auflage brachte Courant
1941 im Selbstverlag heraus — und
lieB auf den Probedrucken Robbins
als Autor weg, was zu einem Zer-
wiirfnis der beiden fiihrte. Robbins
bekannte spater: ,, Als ich dieses Ti-
telblatt sah, schoss es mir durch den
Kopf: ,Mein Gott, dieser Mann ist ein
Gauner!” “ [414]
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man sich wie eine Briefsammlung vorstellen. Der Literatur-
wissenschaftler Olaf Simons z&hlt darin zwischen 10 und 15 %
mathematische Beitrdge; die Mathematik lag damit weit hinter
der Philosophie und der Medizin.

Unter anderem die — im Vergleich zu heute — schwierige
Kommunikation und die fehlenden Suchmoglichkeiten fiihrten
dazu, dass viele Entdeckungen mehrmals gemacht wurden,
bevor sie zu Allgemeingut wurden. Oft ist es nicht einmal
klar, wer was wann beigetragen hat und ab wann man davon
sprechen kann, dass der Geburtsvorgang einer Theorie oder
eines Objektes abgeschlossen war.

Die Professionalisierung der Wissenschaften setzte erst all-
mahlich ein, mit einer Beschleunigung um 1800. Dazu trug vor
allem die Einrichtung von Wissenschaftsakademien und - in
napoleonischer Zeit — polytechnischen Hochschulen bei. Viele
Namen derer, die dort im ausgehenden 18. und beginnenden
19. Jahrhundert forschten und lehrten, kennt man noch heu-
te: Leonhard Euler, Augustin-Louis Cauchy, Joseph Fourier,
Pierre-Simon de Laplace, Joseph-Louis Lagrange und Carl
Friedrich Gaufi. Aus derselben Zeit stammt auch die erste Fach-
zeitschrift, die allein mathematischer Forschung gewidmet ist
(in der Anfangszeit neben Aufsédtzen aber auch viele Briefe
publiziert hat) und auch heute noch weitergefiihrt wird: Das
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 1826 von August
Leopold Crelle gegriindet und noch heute unter dem Namen
Crelles Journal bekannt.

Die Mathematik fand erst langsam zu dem, was heute in der
Literatur als ,Strenge” (rigor) bezeichnet wird. Wie notig es
ist, Aussagen und Beweise klar (auch typographisch) zu tren-
nen, Annahmen und Voraussetzungen explizit zu formulieren
und Beweise sauber durchzufiihren, wurde erst im Laufe der
vergangenen 200 Jahren klar. Diese Entwicklung ist noch nicht
abgeschlossen: Seit einigen Jahren werben Mathematiker wie
Georges Gonthier oder Leslie Lamport oder der 2017 verstor-
bene Vladimir Voevodsky dafiir, Beweise standardméfig so
aufzuschreiben (zu formalisieren), dass sie mit Computerhilfe
auf Richtigkeit tiberpriift werden konnen.

Wer glaubt, dass Mathematik ein Gebdude ist, das ohne
Fehler und Liicken Stein auf Stein nach einem grofien Plan



errichtet wird, der irrt. Mathematische Begriffe wandeln sich:
Was wir heute als ,Menge” kennen, hiefl zum Beispiel eine Zeit
lang ,System” und zu anderer Zeit ,Mannigfaltigkeit”. Die
,Gruppen”, die der jugendliche Evariste Galois in der ersten
Hilfte des 19. Jahrhunderts betrachtete, machen nur einen Teil
dessen aus, was wir heute unter ,Gruppen” verstehen. Der
publizierte und allgemein anerkannte Beweis eines Theorems
kann aus hunderten oder tausenden Teilbeweisen bestehen,
von denen manche auch falsch oder zumindest unvollstindig
oder unverstdndlich sein konnten. Grofse Forschungsprojekte
wie die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen oder
der Beweis der Fermat’schen Vermutung basieren auf der Ar-
beit vieler Autorinnen und Autoren, die iiber viele Jahrzehnte
hinweg entstanden sind. Es ist mindestens schwierig, tiber sol-
che Mammutprojekte in ihrer Gesamtheit einen Uberblick zu
gewinnen und sich von der Richtigkeit, Vollstandigkeit und
Stimmigkeit der Hauptergebnisse zu tiberzeugen. Kurz: Die
Mathematik und ihre Geschichte sind verzweigt und verzwickt.

Versuchen wir dennoch einen groben Uberblick. Wie sah die

mathematische Forschung vor 100 Jahren aus? Was hat man

vor 500 Jahren erforscht? Keith Devlin, ein britischer Mathe-

matiker, Buchautor und Wissenschaftsjournalist, entwarf vor

einigen Jahren einen Kurzabriss der Mathematik [123], auf

dem wir hier aufbauen; wir erweitern und erganzen Devlins

Kurzgliederung:

¢ Bis 500 v. Chr.: Mathematik ist ,,Wissenschaft von den Zah-
len”, dominiert von praktischer Anwendung.

¢ 500-300 v. Chr.: Griechische Mathematik nimmt Zahlen
vornehmlich als (Langen-)MafSe wahr. Die Griechen haben
einen geometrischen Blick auf die Dinge. Anwendungen
sind nicht mehr der einzige Grund, um Mathematik zu
studieren: Sie wird zu einer intellektuellen Beschéftigung,
die religiose und &sthetische Elemente in sich vereint.

¢ 9.—17. Jahrhundert: Allmé&hlich entstehen die Anfange der
Algebra, vor allem durch Einfliisse aus dem arabischen
Raum. So entdeckt man zum Beispiel neue systematische
Wege, Gleichungen zu l6sen. Allméhlich entsteht die Basis
der modernen Notation.
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,Ich arbeite auf einer Reihe von
Gebieten, aber ich sehe sie nicht

als unzusammenhéangend an; ich
tendiere dazu, Mathematik als ein
ungeteiltes Fach anzusehen und bin
besonders froh, wenn ich Gelegenheit
habe, an einem Projekt zu arbeiten,
in dem mehrere Arbeitsfelder zusam-
menkommen.” — Terence Tao [491]

,Mathematik macht Spa8, solange du
dich dabei nicht von Mathematikern
rumschubsen ldsst.” — Jack Edmonds,
A Glimpse of Heaven [316, S. 35]



] 68 Computer science

Die Grofie der mathematischen Fach-
gebiete nach der MSC-Klassifikation,
gemessen an der Zahl der in der Da-
tenbank des zbMATH aufgefiihrten

Formen,
Arbeiten im Jahr 2011.

tegralrechnung fiihrt zu einem neuen, gewaltigen Schub in
den Anwendungen, denn nun kénnen erstmals nichtstati-
sche Probleme angepackt werden (z. B. die Newtonschen
Gesetze in der Mechanik). ,,Nach Newton und Leibniz wur-
de Mathematik zu einem Studium von Zahlen,
ge von der Physik abzuldsen und zu einer eigenstdndigen
Wissenschaft zu entwickeln, die die mathematischen Werk-
zeuge untersucht, die in der Zeit zuvor entwickelt wurden.
o 20. Jahrhundert: Es findet eine Wissensexplosion statt.

Bewegung, Anderung und Raum.” (Devlin [123])
¢ 18./19. Jahrhundert: Die Mathematik beginnt sich in der Fol-

Teilgebiete arbeiten unter anderem das zbMATH und die Ma-
thematical Reviews, die zwei grofsen Referateorgane der Ma-
thematik, gemeinsam seit dem Jahr 2000. Aktuell gliedern sie
die Mathematik nach dem Standard der Mathematics Subject
Classification 2020 (MSC2020) in einer Baumstruktur in drei

¢ 17. Jahrhundert: Die Entwicklung der Differential- und In-
Die moderne Mathematik ldsst sich in eine Unmenge verschie-
dener Teilgebiete aufgliedern. An einer Klassifizierung dieser
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[ 35 Partial differential equations
[ "1 65 Numerical analysis
[ 1 76 Fluid mechanics
[ 90 Operations research, mathematical programming
[ 62 Statistics
[ 81 Quantum theory
[—"""1 74 Mechanics of deformable solids
[ ] 34 Ordinary differential equations
[""""""1 91 Game theory, economics, social and behavioral sciences
[ o5 Combinatorics
[ 60 Probability theory and stochastic processes
[ 93 Systems theory; control
["""1 37 Dynamical systems and ergodic theory
[ 47 Operator theory
[ 92 Biology and other natural sciences
[ 94 Information and communication, circuits
[1 11 Number theory
[ 83 Relativity and gravitational theory
[ 82 Statistical mechanics, structure of matter
[ 03 Mathematical logic and foundations
[ 46 Functional analysis
[ 53 Differential geometry
[—_1 20 Group theory and generalizations
[ 14 Algebraic geometry
[ 49 Calculus of variations and optimal control; optimization
[ 00 General
[ 30 Functions of a complex variable
[] 70 Mechanics of particles and systems
[C] 54 General topology
[[] 58 Global analysis, analysis on manifolds
[] 16 Associative rings and algebras
[] 15 Linear and multilinear algebra; matrix theory
[ 42 Fourier analysis
[] 8o Classical thermodynamics, heat transfer
[ 26 Real functions
[] o1 History and biography
[] 78 Optics, electromagnetic theory
[] 57 Manifolds and cell complexes
[C] 41 Approximations and expansions
[ 32 Several complex variables and analytic spaces
[] 17 Nonassociative rings and algebras
[] 39 Difference and functional equations
[[] 33 Special functions
[] 13 Commutative rings and algebras
[] 28 Measure and integration
[[] 52 Convex and discrete geometry
[C] 06 Order, lattices, ordered algebraic structures
[[] 22 Topological groups, Lie groups
[[] 86 Geophysics
[ 45 Integral equations
[] 51 Geometry
[ 55 Algebraic topology
[ 18 Category theory; homological algebra
[] 85 Astronomy and astrophysics
[] 12 Field theory and polynomials
[] 31 Potential theory
[l 43 Abstract harmonic analysis

[l 44 Integral transforms, operational calculus
[l 08 General algebraic systems

[l 19 K-theory

[l 40 Sequences, series, summability

[| 97 Mathematics education
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Ebenen. Es gibt 63 grofie Forschungsfelder. Aus historischen
Griinden sind sie von oo bis 97 durchnummeriert.

In den Ebenen darunter gliedert sich die Mathematik in
mehr als 6000 Unterklassen auf. Im Forschungsgebiet 52 geht
es zum Beispiel um ,Convex and discrete geometry”, also Kon-
vexgeometrie und Diskrete Geometrie. Dieses wird aufgeteilt
in Ubersichtsdarstellungen, Lehrbiicher, Historisches, Software,
Daten, usw., und ansonsten die drei grofsen Teile 52A ,General
convexity”, 52B ,,Polytopes and polyhedra” sowie 52C ,Dis-
crete geometry”, zu dem wiederum zum Beispiel 34Mo3 ge-
hort: ,Quasicrystals and aperiodic tilings in discrete geometry”,
also Quasikristalle und andere aperiodische Pflasterungen.

MSC ist jedoch nicht die einzige Gliederungsschema fiir
die Mathematik. Auf dem grofiten und bekanntesten Preprint-
Server fur Mathematik, Informatik und Physik, dem arXiv,
das unter arXiv.org frei zuganglich ist, werden mathematische
Arbeiten in 32 andere Themengebiete eingeteilt; ,Konvex-
geometrie” und , Diskrete Geometrie” (MSC-Gebiet 52) sind
hier zum Beispiel gar nicht explizit aufgefiihrt; die Aufsétze
aus diesen Gebieten finden sich im arXiv hauptsédchlich unter
,Combinatorics” und , Metric Geometry”. Im arXiv, das seit
1991 existiert, stehen aktuell (Anfang 2022) tiber 2 Millionen
wissenschaftliche Aufsitze frei zum Abruf bereit, um gelesen

WAS IST MATHEMATIK? 19

-
<)
-3
S

Vom zbMATH bis Dezember 2020
registrierte mathematische Veroffent-
lichungen 1900-2020. Man beachte,
dass das Zentralblatt MATH seit sei-
ner Griindung 1931 mehrere andere
Referenzorgane , geschluckt” hat,
wobei Dopplungen nicht eliminiert
wurden. Dadurch werden Arbeiten
doppelt gezihlt, was die Statistik
besonders in den 1930er und 1940er
Jahren verfilscht. Zudem sind die
Arbeiten aus den letzten Jahren noch
nicht vollstandig registriert.

0661 &
0007 &
010z

020T ¢


https://arxiv.org
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und vielleicht auch diskutiert zu werden. Ein knappes Drittel
davon ist aus der Mathematik; insgesamt wurden im Jahr 2021
insgesamt fast 380 Millionen Downloads registriert.

Entwicklung als moderne Wissenschaft. 'Will man die Entwick-
lung der modernen Mathematik seit dem Beginn des 19. Jahr-
hunderts etwas detaillierter beschreiben, kommt man an einem
Namen nicht vorbei: Augustin-Louis Cauchy. Von der Aus-
bildung her war er eigentlich Ingenieur — und damit ein Kind
seiner Zeit. In den Jahren um 1800 wurden in Frankreich die
Anwendungen der Mathematik gefordert, weil die Revolution
vielen Intellektuellen buchstiblich Kopf und Kragen gekostet
hatte. So herrschte ein Fachkraftemangel. Gleichzeitig waren
die Universitdten nicht mehr ,modern” genug zur fachlichen
Ausbildung der kiinftigen Beamten und Militérs, die der neuen
(bald: napoleonischen) Verwaltung dienen konnten. 1794 wurde
daher in Paris die Ecole Centrale des Travaux Publics (Zentrale
Schule fiir 6ffentliche Arbeiten) gegriindet und im folgenden

Applications of mathematics to E_plogy and other natural sciences
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Autorenzahl pro Arbeit im arXiv.
Erfasst wurde hier der Zeitraum
Januar 2012 bis Dezember 2013.

In der Physik sind Arbeiten mit
mehreren Autorinnen und Autoren
verbreiteter als in der Mathematik.

Ein Bild der modernen Mathematik,
wie es sich im zbMATH widerspie-
gelt. Gezeigt werden die Oberbegriffe
aus dem MSC-Schema. Die Stédrke der
Kanten zwischen zwei Bereichen deu-
tet an, wie viele Arbeiten es gibt, die
in beiden Gebieten eingeordnet sind.
Die Schriftgrofie deutet die Anzahl
der Arbeiten im jeweiligen Feld an.



Jahr in Ecole Polytechnique (Polytechnikum) umbenannt; bis
heute ist sie dem Verteidigungsministerium untergliedert. Sie
wurde fiir die Mathematik besonders wichtig, auch, weil 1815
Cauchy dort zu lehren begann. 1821 verdffentlichte er mit sei-
nem Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique ein Lehrbuch, das
sehr schnell zum Standardwerk fiir die Analysis avancierte. Es
liest sich sehr anders als die Vorldufer: klar, knapp, konzen-
triert. Cauchy versucht, alle Begriffe, die er benétigt, exakt zu
fassen, und erfindet dafiir auch neue Notation — Beispiel: Mehr-
wertige Funktionen bezeichnet Cauchy mit Doppelklammern,
etwa bei der Wurzelfunktion ((x)) i

Die Differential- und Integralrechnung hatte im 18. Jahr-
hundert vollig neue Moglichkeiten in der Physik und Inge-
nieurskunst erdffnet. Was nun, zu Anfang des 19. Jahrhunderts,
gebraucht wurde, war: Analysis, eine Losungstheorie fiir Diffe-
rentialgleichungen und Methoden zur Integration.
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
wurde mitten in die Franzosische
Revolution geboren. Er lernte an der
jungen Ecole Polytechnique von 1805~
1807 und arbeitete ab 1810 am Bau
des Militarhafens von Cherbourg mit.
In der Mathematik untersuchte er
zundchst — privatim — Polyeder und
verdffentlichte dazu ab 1812 mehrere
Arbeiten. Seine Interessen wandel-
ten sich aber allméhlich in Richtung
Integralrechnung, Funktionen und
Analysis. Immer wieder und mit
wachsender Verzweiflung bewarb er
sich um einen akademischen Posten
in Paris. Seine schwierige Personlich-
keit, sein strenger Katholizismus und
seine Herkunft aus royalistischem
Elternhaus machten es ihm indessen
in Revolutionszeiten nicht leicht, im
akademischen Bereich Fuf$ zu fassen.
1815 erhielt er endlich einen Lehr-
stuhl an der Ecole Polytechnique, der
Beginn der ersehnten Laufbahn als
akademischer Forscher und Lehrer.
1821 verdffentlichte Cauchy die ers-
ten Friichte dieser Lehre, den Cours
d’Analyse. 1830 musste er aber aus
politischen Griinden aus Frankreich
emigrieren und verbrachte die fol-
genden zehn Jahre in Freiburg, Turin
und Prag. 1839 konnte er nach Paris
zuriickkehren.

Ein Bild der modernen Mathematik,
wie es sich im arXiv widerspiegelt.
Gezeigt sind die 32 arXiv-Klassen der
Mathematik (blau) und die angren-
zenden Gebiete (rot: Informatik, lila:
Physik, griin: Statistik). Die Starke
der Kanten deutet an, wie viele Ar-
beiten es gibt, die in jeweils beiden
Gebieten eingeordnet sind. Die Grofie
der Schrift reflektiert die Anzahl der
Arbeiten im jeweiligen Gebiet.
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Anwendungen gab es allerorten. Beispiel: 1820, als Cauchy
noch an seinem Lehrbuch arbeitete, formulierte sein Kolle-
ge Claude-Louis Navier, Professor an der Ecole des Ponts et
Chaussées (Schule fiir Briicken und Landstraflen), die heute
nach ihm benannten Differentialgleichungen zur Beschreibung
der Bewegung von Fliissigkeiten. Einige Jahre spéter sollte
Navier Cauchy an der Ecole Polytechnique abldsen, als die-
ser ins Exil ging. An einer Losungstheorie der Navier-Stokes-
Gleichungen wird heute noch gearbeitet; sie ist eines der Mill-
enniumsprobleme, auf die eine Million Dollar ausgeschrieben
sind.

Cauchys Cours d’Analyse wurde zu einem wichtigen und
einflussreichen Werk. Viel ehrgeiziger, aber heute kaum mehr
als eine Randnotiz der Mathematik, war dagegen das Vorhaben
Martin Ohms, des dlteren Bruders des bekannten Physikers
Georg Simon Ohm. Martin wurde 1821 Privatdozent fiir Mathe-
matik in Berlin und unternahm bis 1855 einen ,,ohngeféhr auf

) @ @ @4 g Wy

Naviers Briicke. Naviers ehrgeizigstes
Projekt war der Bau einer Héange-
briicke tiber die Seine. Nach jahrelan-
ger Planung begannen die Arbeiten
im August 1824. In der Nacht vom

6. zum 7. September 1826, wenige
Wochen vor der geplanten Eréffnung,
wurde einer der Pfeiler unterspiilt
und brach. Die Briicke wurde unbe-
nutzt wieder abgerissen [72] — eine
herbe Enttauschung fiir Navier.

Die Navier-Gleichungen, unabhéngig
auch von George Stokes formuliert,
beschreiben, wie eine Fliissigkeit in
zwei oder drei Dimensionen unter
Einbeziehung von Warmefluss und
Reibung stromt. Sie bestehen aus drei
Teilen: der Kontinuititsgleichung (Fliis-
sigkeit geht nirgendwo ,,verloren”
oder wird aus dem Nichts erzeugt),
den Impulsgleichungen (Impulserhal-
tung) und den Energiegleichungen
(Energieerhaltung).

Navier-Gleichungen werden
in Physik und Technik zwar oft
numerisch gelost, eine allgemeine
Losungstheorie fehlt aber noch
immer: Eines der Millennium-Probleme
des Clay Mathematics Institutes dreht
sich um die Frage, unter welchen
Bedingungen es eindeutige stetige
Losungen fiir das Gleichungssystem
gibt, wann die Gleichungen also die
Stromung eindeutig festlegen.

Die Bilder zeigen sich mischende
Flissigkeiten gleicher Viskositat,
die quasi aufeinander gleiten und
dabei ineinander wirbeln. Die Farben
kodieren die Wirbelstérke: Je stiarker
die Wirbel, desto dunkler das Griin.
(Bilder: Volker John, WIAS/FU
Berlin)



