N. BOURBAKI

ELEMENTS DE
MATHEMATIQUE



N. BOURBAKI

ELEMENTS DE
MATHEMATIQUE

ALGEBRE

Chapitres 1 a 3

@ Springer



2eme ed. Réimpression inchangée de 1’édition originale de 1970
© Masson, Paris 1970
© N. Bourbaki, 1981

© N.Bourbaki et Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2007

ISBN-10 3-540-33849-7 Springer Berlin Heidelberg New York
ISBN-13 978-3-540-33849-9 Springer Berlin Heidelberg New York

Tous droits de traduction, de reproduction et d’adaptation réservés pour tous pays.
Laloi du 11 mars 1957 interdit les copies ou les reproductions destinées a une utilisation collective.
Toute représentation, reproduction intégrale ou partielle faite par quelque procédé que ce soit, sans le consentement
de I’auteur ou de ses ayants cause, est illicite et constitue une contrefagon sanctionnée par les articles 425 et suivants
du Code pénal.

Springer est membre du Springer Science+Business Media
springer.com

Magquette de couverture: WMXDesign GmbH, Heidelberg
Imprimé sur papier non acide ~ 41/3100/YL-543210-



Mode d’emploi de ce traité

NOUVELLE EDITION

1. Le traité prend les mathématiques a leur début, et donne des démonstra-
tions complétes. Sa lecture ne suppose donc, en principe, aucune connaissance
mathématique particuliére, mais seulement une certaine habitude du raisonne-
ment mathématique et un certain pouvoir d’abstraction. Néanmoins, le traité
est destiné plus particuliérement & des lecteurs possédant au moins une bonne
connaissance des matic¢res enseignées dans la premiére ou les deux premiéres
années de I'Université.

2. Le mode d’exposition suivi est axiomatique et procéde le plus souvent du
général au particulier. Les nécessités de la démonstration exigent que les
chapitres se suivent, en principe, dans un ordre logique rigoureusement fixé.
L’utilité¢ de certaines considérations n’apparaitra donc au lecteur qu’a la
lecture de chapitres ultérieurs, & moins qu’il ne posséde déja des connaissances
assez étendues.

3. Le traité est divisé en Livres et chaque Livre en chapitres. Les Livres
actuellement publiés, en totalité ou en partie, sont les suivants:

Théorie des Ensembles désigné par E
Algébre ‘ .

Topologie générale - TG
Fonctions d’une variable réelle . FVR
Espaces vectoriels topologiques » EVT
Intégration . INT
Algébre commutative s AC
Variétés différentielles et analytiques " VAR
Groupes et algébres de Lie » LIE
Théories spectrales v TS

Dans les six premiers Livres (pour Pordre indiqué ci-dessus), chaque énoncé
ne fait appel qu’aux définitions et résultats exposés précédemment dans ce
Livre ou dans les Livres antérieurs. A partir du septiéme Livre, le lecteur
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trouvera éventuellement, au début de chaque Livre ou chapitre, I'indication
précise des autres Livres ou chapitres utilisés (les six premiers Livres étant
toujours supposés connus).

4. Cependant, quelques passages font exception aux régles précédentes.
Ils sont placés entre deux astérisques: * ... ,. Dans certains cas, il sagit
seulement de faciliter la compréhension du texte par des exemples qui se
référent a des faits que le lecteur peut déja connaitre par ailleurs. Parfois
aussi, on utilise, non seulement les résultats supposés connus dans tout le
chapitre en cours, mais des résultats démontrés ailleurs dans le traité. Ces
passages seront employés librement dans les parties qui supposent connus les
chapitres oll ces passages sont insérés et les chapitres auxquels ces passages font
appel. Le lecteur pourra, nous I’espérons, vérifier absence de tout cercle
vicieux.

5. A certains Livres (soit publiés, soit en préparation) sont annexés des
Sascicules de résuliats. Ces fascicules contiennent I’essentiel des définitions et des
résultats du Livre, mais aucune démonstration.

6. L’armature logique de chaque chapitre est constituée par les définitions,
les axiomes et les théorémes de ce chapitre; c’est 1a ce qu’il est principalement
nécessaire de retenir en vue de ce qui doit suivre. Les résultats moins impor-
tants, ou qui peuvent étre facilement retrouvés a partir des théorémes, figurent
sous le nom de « propositions », « lemmes », ¢ corollaires », « remarques », etc. ;
ceux qui peuvent étre omis en premiére lecture sont imprimés en petits
caractéres. Sous le nom de « scholie », on trouvera quelquefois un commentaire
d’un théoréme particuliérement important.

Pour éviter des répétitions fastidieuses, on convient parfois d’introduire
certaines notations ou certaines abréviations qui ne sont valables qu’a I'inté-
rieur d’un seul chapitre ou d’un seul paragraphe (par exemple, dans un
chapitre ol tous les anneaux considérés sont commutatifs, on peut convenir
que le mot «anneau» signifie toujours «anneau commutatif»). De telles
conventions sont expliciternent mentionnées a la téte du chapitre dans lequel
elles s’appliquent.

7. Certains passages sont destinés & prémunir le lecteur contre des erreurs
graves, ou il risquerait de tomber; ces passages sont signalés en marge par le

signe Z {(« tournant dangereux »).

8. Les exercices sont destinés, d’une part, 4 permettre au lecteur de vérifier
qu’il a bien assimilé le texte; d’autre part a lui faire connaitre des résultats qui
n’avaient pas leur place dans le texte; les plus difficiles sont marqués du
signe 9. '

9. La terminologie suivie dans ce traité a fait ’objet d’une attention parti-
culi¢re. On s’est efforcé de ne jamais s’écarter de la terminologie regue sans de trés
sérieuses raisons.

10. On a cherché 4 utiliser, sans sacrifier la simplicité de I’exposé, un
langage rigoureusement correct. Autant qu’il a été possible, les abus de
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langage ou de notation, sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir
pédantesque et méme illisible, ont été signalés au passage.

11. Le texte étant consacré a I'exposé dogmatique d’une théorie, on n’y
trouvera qu’exceptionnellement des références bibliographiques; celles-ci sont
groupées dans des Notes historiques. La bibliographie qui suit chacune de ces
Notes ne comporte le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont
eu le plus d’importance dans I’évolution de la théorie considérée; elle ne vise
nullement & étre compléte.

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile en général d’indiquer leur
provenance, qui est trés diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques,
recueils d’exercices).

12. Dans la nouvelle édition, les renvois a des théorémes, axiomes, défini-
tions, remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le
Livre (par Pabréviation qui lui correspond dans la liste donnée au n° 3), le
chapitre et la page ol ils se trouvent. A l'intérieur d’'un méme Livre la
mention de ce Livre est supprimée; par exemple, dans le Livre d’Algébre,

E, 111, p. 32, cor. 3
renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Théorie des Ensembles,
chapitre III, page 32 de ce chapitre;

I, p. 23, Remarque 3
renvoie a la Remarque 3 du Livre d’Algebre, chapitre II, page 23 de ce

chapitre.
Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R ; par exemple: EVT,
R signifie « fascicule de résultats du Livre sur les Espaces vectoriels topolo-

giques ».

Comme certains Livres doivent seulement étre publiés plus tard dans la
nouvelle édition, les renvois & ces Livres se font en indiquant successivement
le Livre, le chapitre, le paragraphe et le numéro ol se trouve le résultat en
question; par exemple:

AC, III, § 4, n° 5, cor. de la prop. 6.

Au cas ol le Livre cité a été modifié au cours d’éditions successives, on

indique en outre I’édition.



INTRODUCTION

Faire de I’Algebre, c’est essentiellement calculer, c’est-a~dire effectuer, sur des
éléments d’un ensemble, des « opérations algébriques », dont 1’exemple le plus
connu est fourni par les « quatre régles » de I'arithmétique élémentaire.

Ce n’est pas ici le lieu de retracer le lent processus d’abstraction progressive
par lequel la notion d’opération algébrique, d’abord restreinte aux entiers
naturels et aux grandeurs mesurables, a peu a peu élargi son domaine, a mesure
que se généralisait parallélement la notion de « nombre », jusqu’a ce que,
dépassant cette derniére, elle en vint a s’appliquer a des éléments qui n’avaient
plus aucun caractére « numérique », par exemple aux permutations d’un en-
semble (voir Note historique de chap. I). C’est sans doute la possibilité de ces
extensions successives, dans lesquelles la forme des calculs restait la méme, alors
que la nature des étres mathématiques soumis a ces calculs variait considérable-
ment, qui a permis de dégager peu a peu le principe directeur des mathé-
matiques modernes, a savoir que les étres mathématiques, en eux-mémes, im-
portent peu: ce qui compte, ce sont leurs relations (voir Livre I). Il est certain,
en tout cas, que 1’Algebre a atteint ce niveau d’abstraction bien avant les autres
parties de la Mathématique, et il y a longtemps déja qu’on s’est accoutumé a la
considérer comme 1’étude des opérations algébriques, indépendamment des
étres mathématiques auxquels elles sont susceptibles de s’appliquer.

Dépouillée de tout caractére spécifique, la notion commune sous-jacente aux
opérations algébriques usuelles est fort simple: effectuer une opération algé-
brique sur deux éléments a, & d’un méme ensemble E, c’est faire correspondre
au couple (g, b) un troisieme élément bien déterminé ¢ de Pensemble E. Autre-
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ment dit, il n’y a rien de plus dans cette notion que celle de fonction: se donner
une opération algébrique, c’est se donner une fonction, définie dans E x E, et
prenant ses valeurs dans E; la seule particularité réside dans le fait que I’en-
semble de définition de la fonction est le produit de deux ensembles identiques
a ’ensemble ott 1a fonction prend ses valeurs; c’est & une telle fonction que nous
donnons le nom de loi de composition.

A c6té de ces lois «internes », on a été conduit (principalement sous Pin-
fluence de la Géométrie) a considérer un autre type de «loi de composition »; ce
sont les «lois d’action », oli, en dehors de I’ensemble E (qui reste pour ainsi dire
au premier plan) intervient un ensemble auxiliaire Q, dont les éléments sont
qualifiés d’opérateurs: la loi faisant cette fois correspondre a un couple («, a)
formé d’un opérateur « € Q et d’'un élément a € E, un second élément 4 de E.
Par exemple, une homothétie de centre donné, dans I’espace euclidien E, fait
correspondre, a un nombre réel £ (le «rapport d’homothétie », qui est ici
Popérateur) et a un point A de E, un autre point A’ de E: ¢’est une loi d’action
dans E.

Conformément aux définitions générales (E, IV, p. 4), la donnée, dans un
ensemble E, d’une ou plusieurs lois de composition ou lois d’action définit une
structure sur E; c’est aux structures définies de cette maniére que nous réser-
verons, de facon précise, le nom de structures algébrigues, et c’est étude de ces
structures qui constitue I’Algebre.

Il y a de nombreuses espéces (E, IV, p. 4) de structures algébriques, carac-
térisées, d’une part par les lois de composition ou lois d’action qui les définissent,
de l'autre par les axiomes auxquels sont assujetties ces lois. Bien entendu, ces
axiomes n’ont pas été choisis arbitrairement, mais ne sont autres que les
propriétés appartenant a la plupart des lois qui interviennent dans les applica-
tions, telles que I’associativité, la commutativité, etc. Le chapitre I est essentielle-
ment consacré a ’exposé de ces axiomes et des conséquences générales qui en
découlent; on y fait aussi une étude plus détaillée des deux espéces de structures
algébriques les plus importantes, celle de groupe (ol n’intervient qu’une loi de
composition) et celle d’anneau (3 deux lois de composition), dont la structure de
corps est un cas particulier.

Au chapitre I sont aussi définis les groupes & opérateurs et anneaux & opérateurs,
otl, en plus des lois de composition, interviennent une ou plusieurs lois d’action.
Les plus importants des groupes a opérateurs sont les modules, dans lesquels
rentrent en particulier les espaces vectoriels, qui jouent un réle prépondérant aussi
bien dans la Géométrie classique que dans ’Analyse moderne. L’étude des
structures de module tire son origine de celle des équations linéaires, d’olr son nom
d’Algébre linéaire; on en trouvera les résultats généraux au chapitre II.

De méme, les anneaux & opérateurs qui interviennent le plus souvent sont
ceux qu’on désigne sous le nom d’algébres (ou systémes hypercomplexes). Aux
chapitres III et IV, on fait une étude détaillée de deux algébres particuliéres:



INTRODUCTION x1il

Valgébre extérieure, qui, avec la théorie des déterminants qui en découle, est un
auxiliaire précieux de 1’Algebre linéaire; et algébre des polynomes, qui est a la
base de la théorie des équations algébriques.

Au chapitre V est exposée la théorie générale des corps commutatifs, et de leur
classification. L’origine de cette théorie est I’étude des équations algébriques a
une inconnue; les questions qui lui ont donné naissance n’ont plus guére
aujourd’hui qu’un intérét historique, mais la théorie des corps commutatifs
reste fondamentale en Algebre, étant a la base de la théorie des nombres
algébriques, d’une part, de la Géométrie algébrique, de I'autre.

Comme I’ensemble des entiers naturels est muni de deux lois de composition,
Paddition et la multiplication, 1’Arithmétique (ou Théorie des Nombres)
classique, qui est I’étude des entiers naturels, est subordonnée 4 1’Algébre. Toute-
fois, il intervient, en liaison avec la structure algébrique définie par ces deux lois,
la structure définie par la relation d’ordre « a divise b »; et le propre de I’Arith-
métique classique est précisément d’étudier les relations entre ces deux struc-
tures associées. Ce n’est pas le seul exemple oit une structure d’ordre soit ainsi
associée a une structure algébrique par une relation de « divisibilité »: cette re-
lation joue un réle tout aussi important dans les anneaux de polynomes. Aussi
en fera-t-on une étude générale au chapitre VI; cette étude sera appliquée au
chapitre VII a la détermination de la structure des modules sur certains
anneaux particuli¢rement simples, et en particulier a la théorie des « diviseurs
élémentaires ».

Les chapitres VIII et IX sont consacrés a des théories plus particuliéres,
mais qui ont de multiples applications en Analyse: d’une part, la théorie des
modules et anneaux semi-simples, étroitement liée a celle des représentations lindaires
des groupes ; d’autre part, la théorie des formes quadratiques et des_formes hermitiennes,
avec 1’étude des groupes qui leur sont associés. Enfin, les géometries élémentaires
(affine, projective, euclidienne, etc.) sont étudiées aux chap. II, VI et IX dans
ce qu’elles ont de purement algébrique: il n’y a guére la qu’un langage nouveau
pour exprimer des résultats d’Algebre déja obtenus par ailleurs, mais c’est un
langage particuli¢rement bien adapté aux développements ultérieurs de la
Géométrie algébrique et de la Géométrie différentielle, auxquelles ce chapitre
sert d’introduction.



CHAPITRE 1

Structures algébriques

§ 1. LOIS DE COMPOSITION; ASSOCIATIVITE; COMMUTATIVITE

1. Lois de composition

Derinrrion 1. — Soit E un ensemble. On appelle loi de composition sur E une application
S de E x E dans E. La valeur f(x,y) de f pour un couple (x,y) € E x E s’appelle le
composé de x et de y pour cette loi. Un ensemble muni d’une loi de composition est appelé un
magma.

Le composé de x et de y se note le plus souvent en écrivant x et y dans un ordre
déterminé et en les séparant par un signe caractéristique de la loi envisagée
(signe qu’on pourra convenir d’omettre). Parmi les signes dont Pemploi est le
plus fréquent, citons + et . , étant convenu en général que ce dernier peut s’omet-
tre a volonté; avec ces signes, le composé de x et y s’écrira respectivement x + y,
et x.y ou xy. Une loi notée par le signe + s’appelle le plus souvent addition (le
composé x + y s’appelant alors la somme de x et de y) et on dit qu’elle est nofée
additivement; une loi notée par le signe . s’appelle le plus souvent multiplication (le
composé x.y = xy s’appelant alors produit de x et de ), et on dit qu’elle est notée
multiplicativement. Dans les raisonnements généraux des paragraphes 1 a 3 du
présent chapitre, on se servira ordinairement des signes T et L pour noter des lois
de composition quelconques.

On dit parfois, par abus de langage, qu’une application d’une partic de E x E
dans E est une loi de composition non partout définie dans E.

Exemples. — 1) Les applications (X, Y¥) —> X U Yet (X, Y) = X N Y sont des lois de
composition sur Pensemble des parties d’un ensemble E.
2) Dans I’ensemble N des entiers naturels, ’addition, la multiplication, ’expo-

nentiation sont des lois de composition (les composés de x € N et de y € N pour ces
lois se notant respectivement x + y, #y ou x.y, et 2¥) (E, III, p. 27-28).
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3) Soit E un ensemble; Papplication (X, Y) — X o Y est une loi de composition
sur Pensemble des partiesde E x E (E, IL, p. 11, déf. 6); Papplication (f, g} > fo g
est une loi de composition sur ensemble des applications de E dans E (E, IT, p. 31).

4) Soit E un ensemble ordonné réticulé (E, ITT, p. 13); si on désigne par
sup(x, y) la borne supérieure de I'ensemble {x, y}, Papplication (x, y) — sup(x, y) est
une loi de composition sur E. De méme pour la borne inférieure inf(x, y). L’exemple 1
ci-dessus est un cas particulier de celui-ci, en considérant P(E) comme ordonné par
inclusion.

5) Soit (E;);c; une famille de magmas. Notons T; la loi de composition sur E;.
L’application

((#, (90)) = (% i)

est une loi de compositionsurle produit E = I_II E,;, appelée produitdeslois T;. L’ensemble
i€

E, muni de cette lo, s’appelle le magma produit des magmas E;. En particulier, si tous
les magmas E; sont égaux a4 un méme magma M, on obtient le magma des applications
de I dans M.

Soit (x,y) > x T y une loi de composition sur un ensemble E. Etant données
deux parties quelconques X, Y de E, on désignera par X T Y (pourvu que cette
notation ne préte pas a confusion?) ’ensemble des éléments x T y de E, tels que
x€ X,y €Y (autrement dit, 'image de X x Y par l’application (x,y) —x T g).

Siaek, on écrit généralement ¢ T Y aulieu de {a} T Y, et X T gaaulieude
X T {a}. L’application (X, Y) = X T Y est une loi de composition sur I’ensemble
des parties de E.

DeriniTion 2. — Soit ¥ un magma. Notons T sa loi de composition. La loi de composition
(%,y) —y T x sur E est dite opposée a la précédente. L’ensemble E, muni de cetle lot, est
appelé magma opposé de E.

Soient E et E’ deux magmas; nous noterons leurs lois par le méme signe T.
Conformément aux définitions générales (E, IV, p. 6), on appelle isomorphisme de
E sur E' une application bijective fde E sur E', telle que

(1) STy =S TSy

pour tout couple (x,7) e E x E. On dit que E et E’ sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de E sur E'.
Plus généralement:

DirintrioN 3.—On appelle homomorphisme, ou morphisme, de E dans E une application
S de E dans E' telle que la relation (1) soit vérifide pour tout couple (x,y) e E x E;
lorsque E = E', on dit que f est un endomorphisme de E.

L’application identique d’un magma E est un homomorphisme, le composé de
deux homomorphismes est un homomorphisme.
Pour qu’une application f de E dans E’ soit un isomorphisme, il faut et il

1 Voici un exemple ou ce principe de notation préterait & confusion et ne devra donc pas s’ap-
pliquer. Supposons qu’il s’agisse de la loi de composition (A, B) — A U B entre parties d’un ensemble
E; on en déduit une loi de composition (2, B) +— F(A,B), entre parties de P(E), F(A,B) étant 'en-
semble des A U B pour A €2, B €B; mais F(2, B) ne devra pas se noterA W B, cette notation ayant
déja un sens différent (réunion de W etPB considérdes comme parties de P(E)).
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suffit que ce soit un homomorphisme bijectif, et f~* est alors um isomorphisme de
E’ sur E.

2. Composé d’une séquence d’éléments

Rappelons qu’une famille d’éléments d’un ensemble E est une application
v—x, d’un ensemble I (dit ensemble d’indices) dans E; on dit qu’une famille
(%.). 1 est finie si ’ensemble d’indices est fini.

On appelle séquence d’éléments de E une famille finie (x,),.; d’éléments de E
dont ’ensemble d’indices I est totalement ordonné.

En particulier, toute suite finie (x;); g, oit H est une partie finie de ’ensemble
N des entiers naturels, peut étre considérée comme une séquence, en munissant H
de Ia relation d’ordre induite par la relation m < n entre entiers naturels.

On dit que deux séquences (;);c1 €t (#1)xex sont semblables §°il existe un iso-
morphisme ¢ d’ensembles ordonnés de I sur K tel que g, = # pour tout z € L.

Toute séquence (x,),c 4 est semblable a une suite finie convenable. En effet, il
existe une bijection croissante de A sur un intervalle (0, n) de N.

DEFINITION 4. — Soit (%,)qea une séquence d’éléments d’un magma E dont Pensemble
d’indices A est non vide. On appelle composé (pour la loi T) de la séquence (%y)qca, €0
on nole a_Ie-:& Xy Délément de B défini par récurrence sur le nombre d’éléments de A, de la
fagon suivante :

1°si A = {B}, alors aIA Xy = Xg}

205i A ap > 1 éléments, si P est le plus petit élément de A, et si A" = A — {B},

alors a—le_A Xy =X T ( T xa).

e Al

Il est immédiat (par récurrence sur le nombre d’éléments des ensembles
d’indices) que les composés de deux séquences semblables sont égaux; en particulier,
le composé d’une séquence quelconque est égal au composé d’une suite finie.

SiA = {), p, v}a trois éléments (A < p. < v) le composé aIA xyestx, T (%, T #y)-
Remarque. —— On notera qu’il y a un certain arbitraire dans la définition du composé
d’une séquence; la récurrence que nous avons introduite procéde « de droite a

gauche ». Si on procédait « de gauche A droite », le composé de la séquence (xy, %y, %y)
ci-dessus serait (x, T x,) T x,.

- . yy e
uand on utilise d’autres notations, le composé d’une séquence (%)q < a 8’écrit
b

_I_A %, pour une loi notée 1 ; pour une loi notée additivement, il est d’usage de le
xe

désigner par ZA %y, €t de Pappeler la somme de la séquence (¥,)qc a (les x, €tant
e

appelés les termes de la somme); pour une loi notée multiplicativement, on le

2-—A
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désigne le plus souvent par la notation Il Xy, €t on Lappelle le produit de la
ae
séquence (x,) (les x, étant appelés les facteurs du produit) 2.

Lorsqu’il n'y a pas de confusion possible sur ’ensemble d’indices (ni sur sa
structure d’ordre) on se dispense souvent de I’écrire dans la notation du composé

d’une séquence et on écrit donc, par exemple pour une loi notée additivement, Zu Xy AU

lieu de ZA %3 de méme pour les autres notations.
oe

Pour une loi notée T,le composé d’une suife (x;), ayant pour ensemble d’indices un

q
intervalle (p, ¢} non vide de N, se note J; ¥;, ou iT x;; de méme pour les
psisq =p

lois notées par d’autres signes. 1
Soient E et F deux magmas, dont les lois sont notées T, et f un homomor-
phisme de E dans F. Pour toute séquence (x,)qc o d’éléments de E, on a

@ AT %) = T f)

3. Lois associatives

DEFINITION 5. — Une loi de composition (x,y) > x Ty sur un ensemble K est dite
associative si, quels que soient les éléments %, y,z de E, on a

xTy) Tz=xT(y T 2).
Un magma dont la loi est associative est appelé magma associatif.
La loi opposée a une loi associative est associative.

Exemples. — 1) L’addition et la multiplication des entiers naturels sont des lois de
composition associatives sur N (E, III, p. 27, corollaire).
2) Les lois citées aux exemples 1), 3) et 4) de I, p. 1-2 sont associatives.

TutoriMmE 1 (Théoréme d’associativité). — Soit E un magma associatif dont la loi
est notée T. Soit A un ensemble fini non vide, totalement ordonné, réunion d’une séquence
de parties non vides (B;); 1 telles que les relations o € B, B € B,, ¢ < j entrainent o < f;
50t (%y) e o Une séquence d’éléments de E, ayant A pour ensemble d’indices. On a

3) T =TT )

iel ®eB;

1 L’emploi de ce terme et de la notation I—Jé:\ %y devra étre évité lorsqu'il risque de créer des con-
ae

fusions avec le produit des ensembles x, défini en théorie des ensembles (E, IT, p. 32). Cependant,
lorsque les x, sont des cardinaux, et que I’addition (resp. la multiplication) est la somme cardinale

(resp. le produit cardinal), le cardinal désigné par ZA X, (resp. Il‘ %) avecla notation ci-dessus est
e ®%e

la somme cardinale (resp. le produit cardinal) de la famille (%), ca (E, IIL, p. 25-26).
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Démontrons le théoréme par récurrence sur le cardinal z de A. Soient p le
cardinal de I et /4 son plus petit élément; posons J = I —={}. Sin = 1,0on a
nécessairement p = 1, puisque les B; ne sont pas vides, et le théoreme est évident.
Sinon, Ie théoréme étant supposé vrai pour un ensemble d’indices ayant au plus
n — 1 éléments, distinguons deux cas:

a) B, a un seul élément B. Posons C = iLE)J B,. Le premier membre de (3) est

égal, par définition, a x5 T ( 1—0 xoc); le second membre est égal, par définition, a
4

o (TAT, )
Pégalité résulte de ce que le théoréme est supposé vrai pour C et (B));c ;-

b) Sinon, soit B le plus petit élément de A (donc de By); soit A" = A — {8},
et soit Bj = A’ N B, pour i e1; 0on a B = B, pour i€ J. L’ensemble A"an — 1
éléments, et les conditions du théoréme sont satisfaites par A’ et ses parties Bj;
on a donc par hypothése:

T ox = (T %)+ (T CT &)).

acA’ aeB, ieJ weB
Formons le composé de x; et de chacun des deux membres: au premier

membre, on obtient par définition TA ¥,; au second, on obtient, en utilisant
ae

oo (T o) 7 (T(T &)

1 ied oeB;

Passociativité,

ce qui est égal, d’aprés la définition 3, au second membre de la formule (3).

Pour une loi associative notée T, le composé T i d’une suite (x;); c(p,q) S€

p<ig
note encore (lorsqu’aucune confusion n’est possible)
Xp TeoeoT Xgo
Un cas particulier du th. 1 est la formule
g T X Teo T =T Too T Xoq) T Hpe
Considérons une séquence de n termes dont tous les termes sont égaux a un
méme élément x € E. Le composé de cette séquence se note T x pour une loi

notée T, 1 pour une loi notée L. Pour une loi notée multiplicativement, le
composé se note 1" et s’appelle puissance n-éme de x. Pour une loi notée additive-
ment, le composé se note le plus souvent nx et s’appelle n-uple de x. Le théoréme
d’associativité, appliqué 4 une séquence dont tous les termes sont égaux, donne

la formule
ny +ng + ety

x = (?x)T(r‘ngx)T---T(?x).
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En particulier, si p = 2,

4) "Tr= (T T (T
et,sing =ny=---=mn, =m,
(5) Ta=T(Tx.

Si X est une partie de E, on désigne parfois, conformément aux notations

. 14
ci-dessus, par T X Pensemble X, T X, T---T X, o1
X=Xy ==X, =Xj;
c’est donc Pensemble de tous les composés x; T x5 T--+T ¥, pour x; € X,
%X, ..., x,eX.

Z Il importe de ne pas confondre cet ensemble avec I’ensemble des Tx, ot x par-
court X.

4. Parties stables. Lois induites

DiErINITION 6. — Une partie A d’un ensemble F. est dite stable pour une loi de composition
T sur E si le composé de deux éléments de A appartient & A. L’application (x,y) > x T y de
A x A dans A s’appelle alors la loi induite sur A par la loi T. L’ensemble A, muni de la
loi induite par T, s’appelle un sous-magma de L.

Autrement dit, pour que A soit stable pour une loi T, il faut et il suffit que
A T A < A. On identifie souvent une partie stable de E et le sous-magma corres-
pondant.

L’intersection d’une famille de parties stables de E est stable; en particulier
il existe une plus petite partie stable A de E contenant une partie X donnée; elle
est dite engendrée par X et X est appelé un systéme générateur de A, ou ensemble
générateur de A. On dit aussi que le sous-magma A est engendré par X.

ProrosiTioN 1. — Soient E et ¥ deux magmas, et f un homomorphisme de E dans F.

(i) Limage par f d’une partie stable de E. est une partie stable de F.

(i) L’image réciproque par f d’une partic stable de ¥ est une partie stable de E.

(iii) Soit X une partie de E. L’image par f de la partie siable de E engendrée par X est
la partie stable de ¥ engendrée par f(X).

(iv) 87 g est un second homomorphisme de ¥ dans ¥, Uensemble des éléments x de E
lels que f(x) = g(x) est une partie stable de E.

Les assertions (i), (i) et (iv) sont évidentes; démontrons (iii). Soient X la

partie stable de E engendrée par X et f(X) la partie stable de I engendrée par
S(X). D’apres (i), on a_f(X) = f(X), et d’aprés (i), on a X = f~1( (X)), d’ott
SX) = fX).



N° 5 LOIS DE COMPOSITION; ASSOCIATIVITE ; COMMUTATIVITE A L7

Prorosrrion 2. — Soient E un magma associatif et X une partie de E. Soit X' I’ensemble
des 3 T Xg T+ T Xp, 0 = 1etodx; € X pour 1 < ¢ < n. La partie stable engendrée
par X est égale d X'.

I1 est immeédiat, par récurrence sur z, que le composé d’une séquence de 7
termes appartenant a X appartient a la partie stable engendrée par X; il suffit
donc de voir que X’ est stable. Or, si # et v sont deux éléments de X', ils sont de la
forme u =% Tx; T+ T Xy, 0 =10, T Xpyq T---T %4, avec x; € X pour
O0<i<n+p;donc(Ip.4,th.l)uTo=2x Tx T - T x,,,appartienta X",

Exémples. — 1) Dans I’ensemble N des entiers naturels, la partie stable pour Paddition
engendrée par {1} est ’ensemble des entiers > 1; pour la multiplication, ’ensemble
{1} est stable. :

2) Etant donnée une loi T sur un ensemble E, pour qu’une partie {#} réduite
2 un seul élément soit stable pour la loi T, il faut et il suffit que £ T 2 = %; on dit
alors que k est idempotent. Par exemple, tout élément d’un ensemble ordonné réticulé
est idempotent pour chacune des lois sup et inf.

3) Pour une loi associative T sur un ensemble E, la partie stable engendrée

n
par un ensemble {a} réduit a un seul élément est 'ensemble des éléments T @, ou 7
parcourt 'ensemble des entiers > 0.

5. Eléments permutables. Lois commutatives

DerinitioN 7. — Soit E un magma dont la loi est notée 7. On dit que deux éléments x et
y de E commutent (ou sont permutables) siy T x = x T y.

DirintrioN 8. — Une loi de composition sur un ensemble E est dite commutative s:
deux éléments quelconques de & commutent pour cetie loi. Un magma dont la loi de composition
est commutative est appelé magma commutatif.

Une loi commutative est égale a son opposée.

Exemples. — 1)} L’addition et la multiplication des entiers naturels sont des lois
commutatives sur N (E, ITI, p. 27, corollaire).

2) Dans un ensemble ordonné réticulé, les lois sup et inf sont commutatives;
il en est ainsi, en particulier, des lois U et N entre parties d’un ensemble E.

3) Soit E un ensemble, de cardinal > 1. La loi (f, g) —> _f o g entre applications de
E dans E n’est pas commutative, comme on le voit en prenant pour fet g des applica-
tions constantes distinctes, mais Papplication identique est permutable avec toute
application.

4) Soit (x,y) — x T y une loi commutative sur E; la loi (X, Y)+ X T Y entre
parties de E est commutative.

Dérintrion 9, — Soient E un magma et X une partie de E. On appelle commutant de
X dans E Uensemble des éléments de E qui commulent avec chacun des éléments de X.

Soient X et Y deux parties de E, X’ et Y’ leurs commutants respectifs. Si
Xc¥Y,onaY <X/,

Soit (X;);; une famille de parties de E, et pour tout i € I soit X le commutant
de X,. Le commutant de iLEJI X, est QI X
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Soient X une partic de E, et X’ le commutant de X. Le commutant X" de X'
est appelé le bicommutant de X. On a X < X". Le commutant X" de X" est égal &
X’. En effet, X’ est contenu dans son bicommutant X”, et la relation X < X"
entraine X” < X', ‘

ProposiTION 3. — Soit E un magma associatif dont la lot est notée T . St un élément x de i
commute avec chacun des éléments y et z de B, il commute avecy T z.
En effet, on a
xT@T2) =Ty Tz=@YTx)Tz=yTET2)=yT(2T4% =
(yT2) T =
CoROLLAIRE. — Soit E un magma associatif. Le commutant d’une partie quelconque de E
est une partie stable de E.

Derntrion 10. — On appelle centre d’un magma E le commutant de E. Un élément du
centre de E est appelé élément central de E.

Si E est un magma associatif] son centre est une partie stable d’apres le cor. de
la prop. 3, et la loi induite sur ce centre est commutative.

PrOPOSITION 4. — Soient E un magma associatif, X et Y deux parties de E. Si tout
élément de X commute avec tout dlément de Y, tout élément de la partie stable engendrée
par X commute avec tout élément de la partie stable engendrée par Y.

Soient X’ et X" le commutant et le bicommutant de X. Ce sont des parties
stables de E. On a X < X" et Y = X/, donc X" (resp. X') contient la partie
stable de E engendrée par X (resp. Y). Comme tout élément de X” commute avec
tout élément de X', la proposition en résulte.

COROLLAIRE 1. — 87 x et y sont permutables pour la loi associative T , 1l en est de méme de

m n m n
T x et Ty, quels que soient les entiers m > 0 ef n > O3 en particulier, T x et T x sont
permutables quels que soient x et les entiers m > 0, n > 0.

COROLLAIRE 2. — 87 fous les couples d’éléments d’une partie X sont permutables pour une
lot associative T, la lot induite par T sur la partie stable engendrée par X est associative et
commutative.

TuttoriME 2 (théoréme de commutativité). — Soit T une loi de composition asso-
ciative sur E; soit (xy)qe a une famille finie non vide d’éléments de B, deux a deux per-
mutables; soient B et C deux ensembles totalement ordonnés ayant A pour ensemble sous-
Jacent. Alors T Xy = T Ko
aeB aeC

Le théoréme étant vrai si A a un seul élément 8, raisonnons par récurrence sur
le nombre p d’éléments de A. Soit p un entier >1, supposons le théoréme vrai
lorsque Card A < p et démontrons-le pour Card A = p. On peut supposer
que A est U'intervalle (0, p — 1) de N; le composé de la séquence (x,),c o définie

p-1

par arelation d’ordre naturelle sur A est IO X
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Ordonnons totalement A d’une autre manicre, et soient £ le plus petit élément
de A pour cet ordre, A’ ’ensemble des autres éléments de A (totalement ordonné
par lordre induit). Supposons d’abord 0 <% < p — 1, et posons P =
{0,1,...,h—1}, et Q = {+1,..., p—1}; le théoréme étant supposé vrai pour
A’, on a, en appliquant de plus le théoréme d’associativité (puisque A’ = P U Q)

=1

)

+1
d’ot1, en composant ¥, avec les deux membres, et par application répétée de la
commutativité et de ’associativité de T:

h

T o= (T )

aeA’

=

1

Il
=

h—-1 p-1
oz_l_A Xy = Xp T (tx—elj\’ xm) =X, T (i=0 xi) T (i=h+1x¢)
h—1 p~1 p~-1
= (1—0 xi)Tth (z=_;!_+1xi) = :|=_0 Xis

ce qui démontre le théoréeme dans ce cas. Siz = 0 ou £ = p — 1, on trouve le
méme résultat mais d’une maniére plus simple, les termes relatifs 2 P ou bien les
termes relatifs & () n’apparaissant pas dans les formules.

Pour une loi associative et commutative sur un ensemble E, le composé d>une
Samille finie (x,)qe o d’éléments de E est par définition la valeur commune des
composés de toutes les séguences obtenues en ordonnant totalement A de toutes les
maniéres possibles. Ce composé se note encore -]; %, pour une loi notée T ; de

oe

méme pour les autres notations.

TrEorEME 3. — Soient T une loi associative sur B, (x,)qc 5 une famille finic non vide
d’éléments de B deux @ deux permutables. St A est réunion d’une famille de parties non vides
(B,); 1, deux & deux disjointes, on a

(6) T =T(T )

iel oeB;

En eflet, cela résulte du th. 2 (I, p. 8) en ordonnant totalement A et I de
fagon que les B, vérifient les conditions du th. 1 (I, p. 4).

Signalons deux cas particuliers importants de ce théoréme:
1) Si (%48) . pye axsp €5t une famille finie d’éléments permutables d’un magma

associatif dont Pensemble d’indices est le produit de deux ensembles finis non
vides A, B (« famille double »), on a

(7 @, BIAXB Xop = oz_(!-A (1;1—13 x°‘B> = [;IE_B (mIA x“ﬁ>

comme il résulte du th. 3 en considérant A x B comme réunion des ensembles
{a} x B d’une part, des ensembles A x {8} de P'autre.
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Par exemple, si B a z éléments, et si, pour chaque « € A, tous les #,5 ont une
méme valeur ¥, on a

(8) OIA (ZIL' Xy) = T (T xa).

xe A

Si B a deux éléments, on obtient le résultat suivant: soient (%y)ge as (Yo)ue a
deux familles non vides d’éléments de E. Si les x, et les g, sont deux a deux per-
mutables, on a

(9) ;le_A(x“Ty“) = (T xu) T (T ym).

aeA xEA

En raison de la formule (7), le composé d’une suite double (x;;), dont 1’ensemble
d’indices est le produit de deux intervalles (p, ¢) et (7, s) de N, se note souvent, pour
une loi associative et commutative écrite additivement

q S $
55 w 3,

i=pi=r

Ma

Xij

b4

et de méme pour les lois notées par d’autres signes.

2) Soit z un entier > 0 et soit A 'ensemble des couples d’entiers (7, j) tels
que0 <7< 7,0 <j < neti < j;lecomposé d’une famille (x;;), e 4 (POUrune

loi associative et commutative), se notera encore T =« (ou simplement T x,
’ o<i<j<a Y i<i"¥

si aucune confusion n’en résulte); le th. 3 donne ici les formules

n-1 n 7 ji—1
(IO) T xﬁ = T ( T xij) = T (T xij).
o<i<jsn i=0 j=i+1 j=1 i=0

On a des formules analogues a (7) pour une famille dont I’ensemble d’indices
est le produit de plus de deux ensembles, des formules analogues a (10) pour une
famille dont P’ensemble d’indices est ensemble S,, des suites strictement croissantes
(Te)1<x<p de p entiers tels que 0 < 4, < n (p < n + 1): dans ce dernier cas, le
composé de la famille (x;;, ; )a,...., 1,yes, S€ DOtE

Xijig..1,» OUSimplement T

X, ie
ip<ig<...<ip fize.dp

0<iy <ig<...<ipsn

Prorposrrion 5. — Soient E et ¥ des magmas dont les lois sont notées T, et soent f et g
des homomorphismes de V. dans F. Soit f T g Papplication x> f(x) T g(x) de E dans ¥.
Si F est associatif et commutatif, f T g est un homomorphisme.

En effet, quels que soient les éléments x et y de E, on a:

(JTOETy) =flrxTy) TglTy) = x) Tf(@) 7l Ty
= f(x) Tg) TS() Tgly) = (STH) T ST W)

6. Lois quotients

Dirmvirion 11, — Soit E un ensemble. On dit qu’une loi de composition T et une relation
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&’ équivalence R dans E sont compatibles si les relations x = x’ (mod R) ety = y’ (mod R)
(pour x, %', y, y' dans E) entrainent x T y = x' T y’ (mod R); la loi de composition sur
Densemble quotient EJR qui, aux classes d’équivalence de x et de y, fait correspondre la
classe d’équivalence de x T y, s’appelle la loi quotient de la loi T par R. L’ensemble E[R,
munt de la loi quotient, s’appelle le magma quotient de E par R.

Dire qu’une relation d’équivalence R dans E est compatible avec la loi de
composition f:E x E — E, signifie que Papplication f est compatible (au sens
de E, II, p. 44) avec les relations d’équivalence produit R x R dans E x E
(E, II, p. 46) et R dans E. Cela signifie aussi que le graphe de R est un sous-
magma de E x E.

Sila loi T est associative (resp. commutative), il en est de méme de la loi
quotient (on dit pour abréger que lassociativité, ou la commutaiivité, se conserve par
passage au quotient).

L’application canonique du magma E dans le magma E/R est un homo-
morphisme.

Pour qu’une application g de E/R dans un magma F soit un homomorphisme,
il faut et il suffit que le composé de g et de I'application canonique de E sur E/R
soit un homomorphisme.

Les deux propositions suivantes se déduisent immédiatement des définitions:
Prorosition 6. — Soient E et ¥ deux magmas et f un homomorphisme de E dans F.
Notons Rix, yf la relation f(x) = f(y) entre éléments x,y de E. Alors R est une relation
d’équivalence dans ¥. compatible avec la loi de E et Papplication de E[R sur f (E) déduite de
S par passage au quotient est un isomorphisme du magma quotient EJR sur le sous-magma
Sf(E) de F.
Prorostrion 7. — Soient B un magma et R une relation d’équivalence dans E compatible
avec la loi de E. Pour qu’une relation d’équivalence S dans E[R soit compatible avec la loi
quotient, il faut et il suffit que S soit de la forme TR, ot T est une relation d’équivalence dans
E, entrainée par R et compatible avec la loi de E.. L application canonique de E[T sur
(E/R)/(T/R) (E, I1, p. 46) est alors un isomorphisme de magmas.

ProrositioN 8. — Soient E un magma, A une partie siable de E et R une relation
d’équivalence dans E, compatible avec la loi de E. Le saturé B de A pour R (E, I1, p. 44)
est une partie stable. Les relations d’équivalence R, et Ry induites par R dans A et B
respectivement sont compatibles avec les lois induites et Uapplication déduite de Uinjection
canonique de A dans B par passage aux quotients est un isomorphisme de magmas de A[R 5
sur B/Rg.

Notons T la loi de E. Si x ety sont deux éléments de B, il existe deux éléments
x"ety’ de Atelsquex = ' (mod R) ety =y’ (mod R);onaalorsx Ty =% Ty
(mod R) et 2’ Ty’ € A, d’oli x T y € B. Ainsi B est une partie stable de E, et les
autres assertions sont évidentes.
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Soient M un magma, et ((uy, 9,))qer une famille d’éléments de M x M.
Considérons toutes les relations d’équivalence S dans M qui sont compatibles
avec la loi de M, et telles que u, = v, (mod. S) pour tout « € I. L’intersection des
graphes de ces relations est le graphe d’une relation d’équivalence R, qui est
compatible avec la loi de M, et telle que u, = v, (mod R). Donc R est la plus fine
(E, III, p. 4 et p. 8) des relations d’équivalence possédant ces deux propriétés.
On Pappelle la relation d’équivalence compatible avec la loi de M engendrée par
Ies (1 22)-

ProrosttioN 9. — On conserve les notations précédentes. Soit f un homomorphisme de M
dans un magma tel que f (u,) = f(v,) pour tout o € 1. Alors f est compatible avec R.

Soit T la relation d’équivalence associée a f. On a u, = v, (mod T) pour
tout « € I, et T est compatible avec la loi de M, donc T’ est moins fine que R ;
cela prouve la proposition.

§2. ELEMENT NEUTRE; ELEMENTS SIMPLIFIABLES; ELEMENTS
INVERSIBLES

1. Elément neutre

Derinrrion 1. — Pour une loi de composition T sur un ensemble E, un élément e de F. est
dit élément neutre si, pour fout xeE,onae T x = x T ¢ = x.

Il existe au plus un élément neutre pour une loi donnée T, car si ¢ et ¢’ sont
éléments neutres, on a ¢ = ¢ T ¢ = ¢'. Un élément neutre est permutable avec
tout élément: c’est un élément central.

DériNiTION 2. — On appelle magma uniféve un magma qui posséde un élément neutre. St
E, E’ sont des magmas uniféres, on appelle homomorphisme (ou morphisme) unifére de B
dans E' un homomorphisme du magma E dans le magma E' qui transforme élément neutre
de T en Délément neutre de E' . On appelle monoide un magma unifére associatif.

Si E, E’ sont des monoides, on appelle homomorphisme de monoides ou
morphisme de monoides de E dans E’ un morphisme unifére de E dans E’.

Exemples. — 1) Dans ’ensemble N des entiers naturels, 0 est élément neutre pour
Paddition et 1 est élément neutre pour la multiplication. Chacune de ces deux lois
munit N d’une structure de monoide commutatif (E, IIL, p. 27).

2) Dans ’ensemble des parties d’un ensemble E, & est élément neutre pour laloi
U, E pour la loi N, Plus généralement, dans un ensemble ordonné réticulé, le plus
petit élément, s’il existe, est élément neutre pour la loi sup; réciproquement, s’il
existe un élément neutre pour cette loi, il est le plus petit élément de ’ensemble. De
méme pour le plus grand élément et la loi inf.

3) L’ensemble N ne posséde pas d’élément neutre pour la loi (x, y) — x¥. Pour
la loi (X,Y)+> X oY entre parties de E x E, la diagonale A est Pélément neutre.
Pour laloi ( f, g) —> f o g entre applications de E dans E, Papplication identique de E
est ’élément neutre.
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4) Soient E un magma et R une relation d’équivalence sur E, compatible avec la
loi de E (I, p. 11). Si ¢ est élément neutre de E, I’image canonique de ¢ dans E/R
est élément necutre du magma E/R.

L’application identique d’un magma unifére est un homomorphisme unifére;
le composé de deux homomorphismes uniféres en est un. Pour qu’une application
soit un isomorphisme de magmas uniferes, il faut et il suffit que ce soit un homo-
morphisme unifére bijectif et I’application réciproque est alors un homomor-
phisme unifére. Soient E et E’ des magmas uniféres, ¢’ ’élément neutre de E’;
Papplication constante de E dans E’ appliquant E en ¢’ est un homomorphisme
unifére, appelé homomorphisme trivial.

Le produit d’une famille de magmas uniféres (resp. de monoides) est un
magma unifére (resp. un monoide).

Tout magma quotient d’'un magma unifére (resp. d’'un monoide) est un
magma unifére (resp. un monoide).

Soient E un magma unifére, ¢ son élément neutre. On appelle sous-magma
unifére de E un sous-magma A de E tel que e e A. 11 est clair que e est élément
neutre du magma A. Toute intersection de sous-magmas uniféres de E est un
sous-magma unifere de E. Si X est une partie de E, il existe donc un plus petit
sous-magma unifére de E contenant X; on I'appelle le sous-magma unifére de E
engendré par X ; il est égal a {¢} si X est vide. Si E est un monoide, on appelle sous-
monoide de E un sous-magma unifére de E.

Si F est un magma sans élément neutre, un sous-magma de F peut posséder un
élément neutre. Par exemple, si F est associatif et si / est un élément idempotent de F
(I, p. 7), Pensemble des £ T & T A, ot x parcourt F est un sous-magma de F ad-
mettant f pour élément neutre.

Si E est un magma d’élément neutre ¢, il peut se faire qu’un sous-magma A de E
tel que ¢ ¢ A possede un élément neutre.

DérNrrion 3. —Soit E un magma unifére. On appelle composé de la famille vide
d’éléments de X [ élément neuire de E.

Si (%y)ge o est la famille vide d’éléments de E, son composé ¢ se note encore

T %y. Par exemple, on écrit
e g

Vo %1 =€
a<i<py
lorsque p < ¢ (p, ¢ €N). On pose de méme Tx=e quel que soit x. Avec ces
défimitions, les théorémes 1 (I, p. 4) et 3 (I, p. 9) du § 1 restent vrais dans un magma
unifére, si on y supprime I hypothése que les ensembles A et B; sont non vides. De méme,

m+n m n mn m n .
les formules T x = (T*)T(T %) et T x = T (T &) sont vraies alors pour
mz=0,n 2 0.
Soient E un magma unifére dont la loi est notée T et e son élément neutre.
On appelle support d’une famille (x;);.; d’éléments de E P’ensemble des indices
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i€l tels que x; # e. Soit (x;);c; une famille & support fini d’éléments de E. Nous
allons définir le composé TI x; dans les deux cas suivants:
ie

a) Pensemble I est totalement ordonné;
b) E est associatif et les x; sont permutables deux a deux.

Dans ces deux cas, soit S le support de la famille (x;). Si J est une partie finie

de I contenant S, on a Tr X = _l_s x; , comme on le voit par récurrence sur le
ie te

nombre d’éléments de J, en appliquant le th. 1 (I, p. 4) dans le cas a) et le th. 3

(I, p- 9) dans le cas b). On note _l_I x; la valeur commune des composés i-le; X

pour toutes les parties finies de I contenant S. Lorsque I est intervalle (p, —)

de N, on écrit aussi T x;.
1=Dp
Avec ces définitions et notations, les théorémes 1 (I, p. 4) et 3 (I, p. 9) du

§ 1 et les remarques qui suivent le th. 3 (I, p. 9 et p. 10) s’étendent aux familles
a support fini.

L’élément neutre, pour une loi notée additivement, se note souvent 0 et s’appelle
zéro ou élément nul (ou parfois origine). Pour une loi notée multiplicativement, il se
note souvent 1 et s’appelle élément unité (ou unité).

2. Eléments simplifiables

DerINITION 4. — Efant donnée une loi de composition T sur un ensemble B, on appelle
iranslation & gauche (resp. translation & droite) par un élément a € E, Papplication
xr>a T x (resp. x+>x T a) de E dans lui-méme.

Par passage a la loi opposée, les translations & gauche deviennent translations
a droite et réciproquement.

On note éventuellement vy, , 8, (ou y(a), 8(a)) les translations & gauche et a
droite par ¢ e E; on a

Yo(x) = a T x, 8,(%) =xTa.
Prorosrtion 1. — i la loi T est associative, on a, pour x € E et y € E,
Yety = Yo © Yu> S1y =98,0°8,.
En effet, pour tout z€ E, on a:

Yery(2) =Ty Tz=2T (T2 = v:(,(2)
8xTy(z) =2zT (x Ty) = (z T x) TY = sy(sx(z))'

Autrement dit, ’application x+> vy, est un homomorphisme du magma E dans
Pensemble EF des applications de E dans lui-méme, muni de la loi (f, g) — fo g;
Papplication x> 8, est un homomorphisme de E dans ’ensemble E¥ muni de la
loi opposée. Si E est un monoide, ces homomorphismes sont uniferes.
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DérintrioN 5. — Un élément a d’un magma E est dit simplifiable (ou régulier) a
gauche (resp. a droite) si la translation & gauche (vesp. & droite) par a est injective. Un
élément simplifiable & gauche et a droite est appelé élément simplifiable (ou régulier).

Autrement dit, pour que a soit simplifiable pour la loi T, il faut et il suffit que
chacune des relationsa T x = ¢ Ty,x T @ = y T a, entraine x = y (on dit qu’on
peut « simplifier par a » ces égalités). S’il existe un élément neutre ¢ pour la loi T,
il est simplifiable pour cette loi: les translations y, et §, sont alors ’application
identique de E sur lui-méme.

Exemples. — 1) Tout entier naturel est simplifiable pour ’addition; tout entier
naturel 50 est simplifiable pour la multiplication.

2) Dans un ensemble ordonné réticulé, il ne peut y avoir d’autre élément simpli-
fiable pour la loi sup que I’élément neutre (plus petit élément) s’il existe; de méme
pour inf. En particulier, dans I’ensemble des parties d’un ensemble E, & estle seul
élément simplifiable pour la loi U, E le seul élément simplifiable pour la loi M.

ProrosttioN 2. — L'ensemble des éléments simplifiables (vesp. simplifiables & gauche,
resp. simplifiables & droite) d’un magma associalif est un sous-magma.

En effet, si y, et y, sont injectives, il en est de méme de Y, 1y = Y~ ° Yy
(I, p. 14, prop. 1). De méme pour §, 1 ,.

3. Eléments inversibles

DérintrioN 6. — Soient E un magma unifére, T sa loi de composition, ¢ son élément
neutre, x et x" deux éléments de B.. On dit que x" est inverse a gauche (resp. inverse a
droite, resp. inverse) de x si on a &’ T x = ¢ (resp. x T x" = ¢, resp. &' T x =
xTx =e).

On dit qu’un élément x de E. est inversible & gauche (resp. inversible a droite, resp.
inversible) 5’2l posséde un inverse & gauche (vesp. inverse & droite, resp. inverse).

Un monoide dont tous les éléments sont inversibles s’appelle un groupe.

On dit parfois symétrique et symétrisable au lieu dinverse et inversible.
Lorsque la loi de E est notée additivement, on dit généralement opposé au lieu
d’inverse.

Exemples. — 1) Un élément neutre est son propre inverse.

2) Dans I’ensemble des applications de E dans E, un élément f est inversible a
gauche (resp. inversible a droite) si f est une injection (resp. surjection). Les inverses
a gauche (resp. inverses 4 droite) sont alors les rétractions (resp. sections) associées a f
(E, II, p. 18, déf. 11). Pour que f soit inversible, il faut et il suffit que f soit une
bijection. Son unique inverse est alors la bijection réciproque de f.

Soient E et F deux magmas uniféres, et f un homomorphisme unifére de E
dans F. Si #” est inverse de x dans E, f(x') est inverse de f(x) dans F. Par suite, si
x est un élément inversible de E, f(x) est un élément inversible de F.

En particulier, si R est une relation d’équivalence compatible avec la loi d’un
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magma unifeére E, image canonique dans E/R d’un élément inversible de E est
inversible.
Prorostrion 3. — Soient E un monoide et x un élément de E.

(i) Pour que x soit inversible & gauche (vesp. a droite), il faut et il suffit que la trans-
lation & droite (vesp. & gauche) par x soit suyjective. ‘

(ii) Pour que x soit inversible, il faut et il suffit qu’tl soit inversible & gauche el inversible
a droite. Dans ce cas, x posséde un unique inverse, qui est aussi son unique inverse @ gauche
(resp. a droite).

Si #" est un inverse 2 gauche de x, on a (I, p. 14, prop. 1)

8,08, =8p7,=08,= Idg

et 8, est surjective. Réciproquement, si 8, est surjective, il existe un élément x” de
E tel que §,(x") = ¢ et x" est inverse & gauche de . On démontre de méme
Pautre assertion de (i).

Si x’ (resp. x”) est un inverse & gauche (resp. a droite) de x, on a

s

¥ = Te=2TaTa) =W Tx) T2 =eTa" =x
d’olr (ii).
Remarque. — Soient E un monoide et x un élément de E. Si x est inversible a
gauche, il est simplifiable & gauche; en effet, si #” est un inverse a gauche de x,
on a
Yur °Yx = Y12 = Ye = 1dg

et v, est injective. En particulier, si x est inversible, les translations & gauche et a
droite par x sont bijectives. Réciproquement, supposons ¥, bijective; il existe
v’ e Etel que xx’ = y,(#') =e¢;onay,(#'x) = (xx")x = x = v,(¢), doncx'x = ¢,
de sorte que x est inversible. On voit de méme que si 8, est bijective, x est in-
versible.
ProrosiTion 4. — Soient E un monoide, x et y deux éléments inversibles de B, d’inverses
x" ety respectivement. Alorsy' T x' est inverse de x T y.

Celarésultedelarelation (' Tx) T (& Ty)=y' T (&' Tx) Ty=9 Ty =,
et du calcul analogue pour (x Ty) T (y' T &).

CoROLLAIRE 1. — Soit E un monoide; st chacun des éléments x,, d’une séquence (x,
> o x/oee A
d’éléments de ¥, a un tnverse x.,, le composé TA X, @ pour inverse —I;, x5, ot A" est Pensemble
xE oe

totalement ordonné déduit de A en remplagant ordre de A par Uordre opposé.
On déduit ce corollaire de la prop. 4 en raisonnant par récurrence sur le
nombre d’éléments de A.
. . . . n n .
En particulier, si x et &’ sont inverses, T x et T x sont inverses, pour tout
entier n = 0.
COROLLAIRE 2. — Dans un monoide, I’ensemble des éléments inversibles est stable.

ProrosiTION 5. — 8%, dans un monoide, x et x' sont inverses, et si x commute avec y, alors
x' commute avec y.
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Eneffet, dex Ty =y Ta,ontirex’ T(xTy) T =x T (yTx) T x puis
(T2)T(yTa)=(* Ty T ET),est-a-direy Ta =% Ty.
CoroLLAIRE 1. — Soient B un monoide, X une partie de E et X' le commutant de X.
L’tnverse de tout élément inversible de X' appartient a X'.

CoRrOLLAIRE 2. — Dans un monoide, Uinverse d’un élément central inversible est un élément
central.

4. Monoide des fractions d’un monocide commutatif

Dans ce n° on notera ¢ ’élément neutre d’un monoide E, et #* I'inverse d’'un
¢élémentinversible x de E.

Soient E un monoide commutatif, S une partic de E et S’ le sous-monoide
de E engendré par S.

Lemme 1. — Dans B x S, la relation Rix, y} que voici:
«il existe a, b dans E et p, ¢, sdans S" tels que x = (a, p),y = (b, ¢), etags = bps»
est une relation d’équivalence compatible avec la loi du monoide produit B x S'.
Il est immeédiat que R est réflexive et symétrique. Soient x = (a, ),y = (b, q)
et z = (¢, 7) des éléments de E x S’ tels que 'on ait Rix, y§ et Riy,z{ Il existe
donc deux éléments s et ¢ de S’ tels que

ags = bps, brt = cqt,
d’oti Pon déduit
ar(stq) = bpsrt = cp(stq)
donc Rix, 2, car stg appartient 4 S, La relation R est donc transitive.

Soient par ailleurs x = (a,p), y = (b, q), & = (d,p') ety = (', ¢") des
éléments de E x S tels que on ait Rix, 7 et R§x’, y'{. Il existe s et s” dans S’ tels
que

ags = bps, aqs = b'p's
d’ott Pon déduit (aa’)(gq")(ss") = (bb")(pp")(ss"), donc Rixx’, yy'§ car ss' €S'. La
relation d’équivalence R est donc compatible avec la loi de composition de
E x §.

Le magma quotient (E x S’)/R est un monoide commutatif.

Dérmntrion 7. — Soient E un monoide commutatif, S une partie de E et S’ le sous-
monoide de E engendré par S. On nole Eg et Pon appelle monoide des fractions™ de E. associé a
S (ou a dénominateurs dans S) le monoide quotient (E x S")[R, o la relation d’équivalence
R est décrite comme dans le lemme 1.

Pour ae E et b e§’, 1a classe de (g, p) modulo R se note en général afp et

1 On dit aussi monoide des différences si la loi de E est notée additivement.
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s’appelle la fraction de numérateur a et dénominateur p. On a donc par définition
(afp).(@'[p") = ad'[pp’. Les fractions a/p et a'[p’ sont égales si et seulement §’il
existe s dans S’ avec spa’ = sp'a; §’il en est ainsi, il existe ¢ et ¢’ dans S’ avec
ac = a's’ et po = p’c’. En particulier, on a a/p = safsp pour a € A et s, p dans §'.
L’élément neutre de Eg est la fraction ¢fe.

On posera afe = <(a) pour tout a € E. Ce qui précéde montre que ¢ est un
homomorphisme de E dans Eg, dit canonique. Pour tout p € S, on a (ple). (¢/p) =
efe, donc efp est inverse de e(p) = p/e; tout élément de (S’) est donc inversible.

On a afp = (afe)(e[p), d’ot
(1) alp = <(a).(p)*

pour a € A et p € S; le monoide Eg est donc engendré par e(E) U £(S)*.

ProrosiTION 6. — Les notations sont celles de la déf. 7 et < désigne I”homomorphisme
canonique de E dans Eg.

(i) Soient a et b dans E; pour qu’on ait <(a) = (b), il faut et il suffit qu’il existe
se S’ avec sa = sb.

(ii) Pour que = soit injectif, il faut et il suffit que tout élément de S soit simplifiable.

(iil) Pour que  soit bijectif, il faut et il suffit que tout élément de S soit inversible.

L’assertion (i) est claire, et entraine que e est injectif si et seulement si tout
élément de S’ est simplifiable; mais ’ensemble des éléments simplifiables de E
¢étant un sous-monoide de E (I, p. 15, prop. 2), il revient au méme de dire que
tout élément de S est simplifiable.

Si e est bijective, tout élément de S est inversible, car £(S) se compose d’élé-
ments inversibles de Eg. Réciproquement, supposons tout élément de S inversible;
alors tout élément de S’ est inversible (I, p. 16, cor. 2), donc simplifiable. Alors ¢
est injectif d’apres (ii) et 'on a a/p = e(a.p*) d’aprés (1), donc € est surjectif.

TutoriME 1. — Soient E un monoide commutatif, S une partie de E, Eg le monoide de
Jractions associé @ S et e: E— Eg Phomomorphisme canonique. Soit de plus f un homo-
morphisme de E. dans un monoide ¥ (non nécessairement commutatif), tel que tout élément de
S(S) soit inversible dans F. I existe un homomorphisme f et un seul de Eg dans ¥ tel que
f=Jes

Si f est un homomorphisme de Eg dans F tel que f = foe, on a f(afp) =
FE@=(0)%) = FE@)FE(B)* = F@f()* pour acE et pe S, don Lunicité
de f.

Soit ¢ I'application de E x S’ dans F définie par g(q, p) = f(a) .f(p)*. Mon-
trons que g est un homomorphisme de E x S’ dans F. Tout d’abord, on a
gle,e) = f(e)f(e)* = e. Soient (a, p) et (d', p') deux éléments de E x S’; comme
a’ et p commutent dans E, f(a') et f(p) commutent dans F, d’ou f(a')f(p)* =
*(pr)f (&) d’apres I, p. 16, prop. 5. On a par ailleurs f(pp)* = f(p'p)* =
(S ()* = S () (p')* dapres 1, p. 16, prop. 4, d’olt
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glad's pp’) = flaa)f (pp")* = f(@f (@) f () (0)* = f@f (0 (@) (#)*
= g(a, p) 8@, ")

Montrons que g est compatible avec la relation d’équivalence R dans E x §';
si (a, p) et (@', p") sont congrus mod. R, il existe s €S’ avec spa’ = sap’, d’oir
S f) = f(s)f(a)f(p). Comme [f(s) est inversible, on en déduit
S f(a)y = fa)f(p'), puis, aprés multiplication a gauche par f(p)* et a droite
par f(¢')%,

g, p) = f(@) () = f(£)*f (@) = f(a)f(p)* = &(a; )-

11 existe donc un homomorphisme f de Eg dans F tel que f(a/p) = g(a, p)
d’ott f(=(a)) = flale) = f(a)f(e)* = f(a). Onadonc foe = f.
CoRrROLLAIRE. — Soient E et ¥ deux monoides commutatifs, S et T des parties de E et F
respectivement, f un homomorphisme de E dans F tel que f(S) < T, ete: E—Eg, 1: F—Fq
les homomorphismes canoniques. 1l existe un homomorphisme g: Eg — Fo, et un seul tel que
goc=1of.

En effet, ’homomorphisme 7 o f de E dans F; transforme tout élément de S
en un élément inversible de Fo.

Remarques. — 1) Le th. 1 peut encore s’énoncer en disant que (Eg,c) est
solution du probléme d’application universelle pour E, relativement aux
monoides, aux homomorphismes de monoides, et aux homomorphismes de E
dans les monoides qui transforment les éléments de S en éléments inversibles
(E, IV, p. 23). Il en résulte (loc. cit.) que toute autre solution de ce probleme est
isomorphe de facon unique a (Eg, <).

2) Pour lexistence d’une solution du probléme d’application universelle
ci-dessus, il est inutile de supposer le monoide E commutatif, ainsi qu’il résulte de
E, IV, p. 23 et p. 24 (cf. I p. 121, exerc. 17).

Mentionnons deux cas particuliers importants de monoides de fractions.

a) Soit E = E; Comme le monoide E est engendré par Pensemble
¢(E) U e(E)* qui se compose d’éléments inversibles, tout élément de E est inver-
sible (I, p. 16, cor. 2). Autrement dit, E est un groupe commutatif. De plus
d’apres le th. 1, tout homomorphisme f de E dans un groupe G se factorise de
maniére unique sous la forme f = fo ¢ ot f: E — G est un homomorphisme. On
dit que E est le groupe des fractions de ¥, (ou groupe des différences de F. dans le cas de la
notation additive).

b) Soit ® = Ey, ol X se compose des éléments simplifiables de E. D’apres I,
p- 18, prop. 6, (i), ’homomorphisme canonique de E dans @ est injectif; on en
profitera pour identifier E & son image dans ®. Par suite, E est un sous-monoide
de @, tout élément simplifiable de E a un inverse dans @, et tout élément de @
estde la forme a/p = a.p* avecacEetpeX;ona a/p = a'[p’ si et seulement si
Pon a ap’ = pa’. On voit facilement que les éléments inversibles de ® sont les

fractions afp avec a et p simplifiables et que p/a est Vinverse de a/p.
3—aA
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Soit maintenant S un enscmble d’éléments simplifiables de E, et soit S’ le
sous-monoide de E engendré par S. Si afp et a'/p’ sont deux éléments de Eg,
on a alp = a'[p’ si et seulement si ap’ = pa’ (car sap’ = spa’ entraine ap’ = pa’
pour tout s € §’). On peut donc identifier Eg au sous-monoide de @ engendré par
Eus*

Lorsque tout élément de E est simplifiable, on a2 ® = E et E est un sous-
monoide du groupe commutatif ®. Inversement, si E est isomorphe a un sous-
monoide d’un groupe, tout élément de E est simplifiable.

5. Applications: I. Entiers rationnels

Considérons le monoide commutatif N des entiers naturels, la loi de composition
étant P’addition; tous les éléments de N sont simplifiables pour cette loi (E, III,
p. 37, cor. 3). Le groupe des différences de N se note Z; ses éléments sont
appelés les entiers rationnels; sa loi s’appelle addition des entiers rationnels et se note
encore + . L homomorphisme canonique de N dans Z est injectif] et nous identi-
fierons chaque élément de N a son image dans Z. Les éléments de Z sont, par
définition, les classes d’équivalence déterminées dans N x N par la relation
my + ny = mg + ny entre (my, ny) et (mg, ny); un élément m de N est identifié
avec la classe formée des éléments (m + n,n) ot n e N; il admet pour opposé
dans Z la classe des éléments (n, m + n). Tout élément (p, ¢) de N x N peut
s’écrire sous la forme (m + n,n) sip > ¢, sous la forme (n,m + n)sip < ¢; il
s’ensuit que Z est la réunion de W et de Uensemble des opposés des éléments de N.
L’élément neutre 0 est le seul élément de N dont 1’opposé appartienne a N.

Pour tout entier naturel m, on note —m Pentier rationnel opposé de m, et on
note —N lensemble des éléments —m pour m e N. On a

Z=NU(-N) et Nn(=N) = {0}

Pour meN,on am = —m si et seulement si m = 0.

Soient m et n deux entiers naturels;

a) sim>mnonam+ (—n) = p, ol pest’élément de N tel quem = n + p;

b) sim < myonam + (—n) = —p,oupest’élémentde N tel quem + p =
n;

c)ona(—m) + (—n) = —(m + n).
Les propriétés b) et c) résultent de I, p. 16, prop. 4; comme Z = N U (—N),
Paddition de N et les propriétés a), b) et ¢) caractérisent entierement 1’addition
de Z.

Plus généralement on désigne par —x 'opposé d’un entier rationnel quel-
conque x; le composé ¥ + (—y) se note, de facon abrégée, x — y (cf. I, p. 23).

La relation d’ordre < entre entiers naturels est caractérisée par la propriété
suivante: on am < nsi et seulement §’il existe un entier pe N telquem + p = »
(E, I11, p. 29, prop. 13 et p. 36, prop. 2). La relation y — x € N entre entiers
rationnels x et y est une relation d’ordre fotal sur Z, qui prolonge la relation
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d’ordre < sur N. En effet, pour toutx€Z,onax — x = 0cN;siy — xeNet
z—yeN,onaz — x = (z —y) + (y — x) € Ncar N est stable pour 'addition;
siy —~xeNetx —yeN,onay — x = 0, car 0 est le seul élément de N dont
Popposé appartienne a N; quels que soient les entiers rationnels x et y, on a
y—xeNoux —yeN, car Z=NuU (—N); enfin si ¥ et y sont des entiers
naturels, on ay — x € N si et seulement §’il existe p € N tel que x + p = y. Cette
relation d’ordre est encore notée <.

Lorsqu’on considérera désormais Z comme un ensemble ordonné, il s’agira
toujours, sauf mention expresse du contraire, de P’ordre qui vient d’étre défini; les
entiers naturels sont identifiés aux entiers >0: on les appelle encore entiers
positifs; les entiers <0, opposés des entiers positifs, sont dits entiers négatifs; les
entiers >0 (resp. <O) sont dits siriclement positifs (vesp. strictement négaiifs);
Pensemble des entiers >0 se note parfois N*.

Soient x, y et z trois entiers rationnels; on a x <y si et seulement si
*x+z<y+z Eneffet x —y = (x + 2) — (y + 2). On exprime cette pro-
priété en disant que la relation d’ordre de Z est invariante par iranslation.

6. Applications: II. Multiplication des entiers rationnels

Lemme 2. — Sotent E un monoide et x un élément de E.
() 1l existe un unique homomorphisme fde N dans X tel que f(1) = x, et on a f(x) =

T x pour tout n e N.
(i) 87 x est inversible, il existe un unique homomorphisme g de Z dans E tel
que g(1) = «x et g coincide avec f dans N.

0
Posons f(n) = Tx pour tout 7 eN; les formules T x = ¢ et (‘"[1‘ X T (%L‘ x) =

" (1, p. 13) expriment que f est un homomorphisme de N dans E, et 'on a
évidemment f(1) = x . Si f’ est un homomorphisme de N dans E tel que
(1) =x,onaf= f dapres I, p. 6, prop. 1 (iv).

Supposons x inversible. D’apres I, p. 16, cor. 2, f(n) = T x est inversible
pour tout entier # > 0. Par construction, Z est le groupe des différences de N,
donc (I, p. 18, th. 1), f'se prolonge de maniére unique en un homomorphisme g
de Z dans E. Si g’ est un homomorphisme de Z dans E tel que g'(1) = %, la
restriction f de ¢" 2 N est un homomorphisme de N dans E tel que /(1) = x.
On a donc f' = f, d’oli g’ = g.

Nous appliquerons le lemme 2 au cas ol le monoide E est Z; pour tout entier
meZ, il existe donc un endomorphisme f,, de Z caractérisé par f,(1) = m.
Lorsque meN, P'application n+mn de N dans N est un endomorphisme du
magma N (E, III, p. 27, corollaire) ; donc f,,(n) = mn pour m, n dans N.

On peut donc prolonger la multiplication dans N en une multiplication dans



