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CENTRO IfJTER!~JAZIONALE PIATEMATICO CSTIVO 

- S. ALBERTONI - 

I' ALCUNI METODI D I  CALCOLO NELLA TEORIA DELLA D I F F U S I O H C  D E I  

1JEUTRONI" 

C o r s o  t e n u t o  a d  I s p r a  d a l  3 - 1 1  L u g l i o  1 9 6 7  



ALCUIII METDDI DI CALCOLO IJELLA TCORIA A MULTIGRIJPPI DELLA DIF- 

FUSIONF: D C I  I.JCUTROEI1 

- S ,  Albertoni - 

PARTE la - Teoria s t az iona r i a  a multif!ruppi, (I ,?) 

5 1 - F,lotazioni e Problemi 

Sia ncRn un aperto l i m i t a t o  e xr (x l  ,x2 , .  . .xn) t R . FIel 

segui to considereremo g l i  spaz i  ~ ' ( 0 1 ,  H~ (Dl, H A ( R ) ,  e sa  g & 

i n t e r 0  >o,  ( L ~ ) , ( ) ~ , ( )  saranno i g - prodot t i  d i r e t t i  

d i  L 2 ,  H I ,  Hi. 

Volendo considerare principalmente problemi d i  "trasmissione" 
r 

supporremo = U ", e s iano  t = 30, r i  = a n .  r i spe t t i vanen t e  
1 1 

l e  f r o n t i e r e  d i  R ,  ni: y r s  - - a n r n  a n s  sono l e  " in te r facce" ,  e 

cio& l e  p a r t i  d i  frontiers conuni a ?r,zs, 
In f ine  vr  s i a  l a  normale, d i r e t  

t a  verso l ' e s t e r n o ,  d i  aQr .  Pre 

messo c i b  supponiamo assegnate  

l e  funzioni  r e a l i :  D~ ( x l ,  t l i (x) ,  
?q 

c i (x)  c o  ~ ~ ( x ) , f l ( x l . ( ~ , q =  

= 1 , 2 , .  . , n ;  i = 1 , 2 , ,  , ,g) 

I problemi da r i so lve re  sono due, 

e cio8: 

Problema A - Trovare l a  soluzione ~ ( x )  d e l  sistema: 



soddisfacente a u[, = 0,  e a l l e  condizioni d i  "trasrnissioneu 

d val ide per  x c y P s ,  essendo l a  de r iva t a  conormale a as2 e r 
ur, us l e  r e s t r i z i o n i  d i  u a n e QS r i spe t t i vanen t e .  r 

Osservazione I - Dal punto d i  v i s t a  f i s i c o  l e  (1) forniscono l a  

d i s t r ibuz ione  s t az iona r i a  d e l  f l u s so  neutronico en t ro  un r e a t t z  

r e  R (composto da reg ioni  d i  ma te r i a l i  d i v e r s i  R i )  r i p a r t i t o  

i n  g gruppi d i  energia  decrescente ( u i  5 il f lu s so  d e i  neutro- 

n i  d i  iE energ ia )  ove f i  sono Le so rgen t i  neutroniche e s t e rne  

e : 

Di un "coef f i c i en t e "  d i  d i f  f usione 

Ai un "coef f i c i en t e "  d i  assorbirnento 

~i un "coef f ic ien te"  d i  rirnozione d a l  gruppo i - 1  a 1  gruppo i 
(Ccco perch6 cl:O) 

B~ un "coef f ic ien te"  d i  f i s s i one .  

Osservazione I1 - E '  u t i l e  per  il segui to  dare pi2 e s p l i c i t a m e ~  

t e  l a  s t r u t t u r a  formale de l  sistema (1): 



Ipotesi sul problema A: 

i 1) Positivita dei coefficienti D ~ ,  A ~ ,  gi, C (supposti misura- 

bili a limitati in R) e cioB: ~~(x))a>o, ~~(x)sb>o, ~~(x))c>o 
i (i=2,3...),D (x)2d>o; xi, v sono coefficienti numerici >o. 
Pq 

1 Inoltre si suppone C (x) : 0. 

2) Ellitticit; uniforme e cio8: 4 {A ; p=1,2.. .n, A 6 Rl ,x c T )  
P P 

esistono m, H>o tali che: 

per ogni i=1,2...g. Inoltre a sari abbastanza regolare da 

garantire che tutte le operazioni di traccia abbiano un sen- 

SO. 

Problema B - Trovare il massimo autovalore >o, lo, e la corri- 

spondente autosoluzione positiva l+,(x)>o, per il Problema A omo- 

geneo, e cioB per fl=o e ulr=o; tal caso fisicamente corrispon- 

de ad una ripartizione di neutroni autosostenentesi (reattore 

critic01 . 

§ 2 - Soluzione del problema A 
1 Cercheremo u in I I o  (n)  (u 1 r=o) : le condizioni di trasmissione 

appariranno come "condizioni naturali", automaticamente soddi- 

sfatte nella formulazione variazionale, come B ben noto nel caso 
d'una equazione sola (g-1). Per g>l il Pb non 6 autoaggiunto. 

Si k allora prcferito seguire un ragionamento elementare basato 

sul fatto che c1 (x)~o. Introdotte le forne lineari: 



i i i  + A u v )dn a(u,v)= Ei (cpq D' - - I n  1 Q 1 P9 . axp axq 

siano A ,  B, C i corrispondenti operatori (matriciali) penerati 

(nel senso delle distribuzionil, Per le ipotesi fatte sui coef- 

f icienti essi risultano def initi su tutto ( H : ) ~  con codominio 

c ( ~ )  Gli elenenti d i  natrice corrispondenti sono: 

ove : 

Introdotti A, 3 ,  C il Problema A si riconduce alla.risoluzione 

dell'equazione in u: 

I1 procedimento esistenziale k allora il seguente: 

Se u=o allora la: 

( 6 )  Aou=(A-C)u=f 5 costituita (si osservi la struttura delle 
( 2  1) da g equazioni disaccoppiate (cl ~ 0 )  del tipo: 

Assumendo fe(f1-I)g (o pin senplicemente ( L Z ) ~ )  per le ipotesi 



1) e 2 ) )  esiste allora un operatore G: di Green(') che ci forni- 

sce u1 = G: f1 ( 6 :  b un isomorfisrno di H-'(O) su H:(Q)). Trova- 

to ul, u2 b fornita da: u2=G~(~'u1+f2) = G:(C~G:~~+~), e in ge- 

i i i i-2fi-1 nerale si ha: u = C o ( C  Go 

Ne consegue llesistenza (u=o) di un operatore matriciale di 

Green, Go, per il nostro problema, che realizza un isomorfismo 

di ( H " ) ~  su (i~:)~, e u=Gof r ( H : ) ~  soddisfa "naturalnente" alle 
condizioni di trasmissione. 

I1 caso p # o si tratta riducendo la (5) nella forma: 

Essendo Go un operatore limitato da ( L ~ ) ~ +  ( H : ) ~ ,  Bij moltipli- 
2 catori in L (01, e llimmersione di (I~:)~+(L~)~ compatta, allo- 

ra T b compatto da (II:)~+(H:)~, e pertanto il Problema A 2 ri- 

condotto ad un classic0 Problema di Riesz-Fredholm. Lo spettro 

puntuale { p : }  amnette llunico punto di accumulazione all'infini 

to, e i li i L- si accumulano solo verso zero. 
LJ : 

5 3 - Soluzione del Problema I3 

a)  In tal caso si ha: 



Pep risolvere la (10) si 6 trovata una rappresentazione a nucleo 
(funzione di Green) dell'operatore L-l. Se g.1 la funzione di 

1 Green G (x,y) 6 stata trovata, nel caso dei coefficienti discon- 
tinui, e per la la volta, da ~tam~acchia(') come soluzione di: 

(11) A'G'(X,~) = 6 
x IY 

(6x,y misara di Dirac in (xiy)) 

Allora 

1 u = 1 ~'(x,y) f(y)dy ? soluzione di A u=f e si ha 
n 

Osservazione - Questo fatto di Q'CQ non ci permette (bench? 

plausibile) di concLudere che G' t L' (QxQ) (e i suoi iterati). 

Allbra sfruttando il fatto che per l'operatore L si pos- 

sono (vedi (6)) fare dei ragionamenti per singole equazioni (ez 

sendo queste disaccopiabili) si pu6 costruire subito una matrice 

"fornale" d i  Green di elenenti ti;: 

( O )  Si osservi che Habetler e Martino (8) gii nel 1958 avevano 

considerato il Problema B assumendo perb formalmente l'esisteq 

za della funzione di Green. 



Ad esempio: 

se i Gi fossero t L'(QXR), - 1 Si verifica poi subito che ~ - ~ z { t ~ ~ )  2 tale che 

L - ~ L U E U , ~  e ( H : ) ~ ,  e pertanto L - ~ I { ~ ~ ~ }  5 la matrice di Green del 
problema Lu = 4 .  

Osservazione - Per le ipotesi di positivits fatte sulle ci l'opee 
tore L-' lascia invariato il cono, in (L*)~, dei vettori >o, come 
pure, per le ipotesi sulle B ~ ,  l'operatore L-~B. (compatto in 

(L2)E). 
Ne consegue subito, per noti risultati di Krein-Rutman, (l), 

che esiste un autovalore massimo (dominante e semplice) Xo del 

problena, roue = L - ~ B ~ ,  positivo e maggiore del valore assoluto 
. . 

di ogni aitro autovalore, a1 quale corrisponde un'autosoluzione 

uo pure >o in Q. 

b)  - Determinazione iterativa di A,. 

Richiamiamo il Teorema di I. Marek, (6) 
Se II,K sono due operatori lineari con DH, DKCK, spazio di 

1 Hilbert, e se K B limitato e B esiste limitato da X-DH, e H - ~ K  

2 limitato con autovalore dominante X, (e autosoluzione x,) all2 

ra il process0 iterative di Rayleigh-Kellog descritto dalle: 

u (0) = x(~) (approssimazione zero! 

converge : 



Per avere una determinazione i t e r a t i v a  d i  X o  basta  appl icare  t a l e  

Teorema n e l  7ostr0 caso K=B, H = L ,  X ; ( L ~ ) ~ .  

S i  o s se rv i  ora  che il calcolo de l l ' i t e r az ione  m + l  

s i  deve r i so lve re  un'equazione d e l  t i po :  

e l e  (131, come a 1  s o l i t o  disaccoppiandosi,  permettono d i  t rovare  
l e  u(m+1)9i una per vo l t a  (i = 1 , 2 , .  . .g) risolvendo problemi d e l  

t i p o  : 

A ciascuna i t e r az ione  s i  devono pe rc i s  r i s o l v . r e  problemi d i  

t i po  ben noto. Qcesto consente pe rc i s  d i  appl icare tecniche sva- 
i r i a t e  s t u d i a t e  per problemi de l  t i p o  A u = f .  

Ad esempio l a  u ('" ) 9 i  puh essere  t rova ta  , (9 )  , rnininizzando 

il funzionale: 

'L 

essendo f i  nota d a l l a  precedente i t e raz ione .  

Ne consegue che adattando questo metodo s i  ha un c i c l o  doppiamente 

iterative-variazionale per  t rovare uo,  X o .  

Evidentemente l a  u ) 9 i  pus essere  t rova ta  anche c o l  meto- 

do d e l l e  d i f fe renze  f i n i t e ,  e appunto s i  sono f a t t e  d e l l e  espe- 

r ienze  numeriche comparative a1  r iguardo.  



5 4 - Esperienze numeriche 

a )  Risoluzione de l  Problema ( 1 5 )  a t t r ave r so  il metodo d i  Riesz. 

Se s i  assune una'lbase" f i n i t a  Fv (x ) ;  v = 1 , 2 , . . .  M, e s e  s i  rappre- 

i M 
sentano l e  ( cone = i a F , l e  condizioni d i  ninino per 

1 

il funzionale (15) diventano: 

i = 1 , 2 ,  ...g 
a I - = o  ; 

aa. 
1 , v  v = 1 , 2 , . , . M  

Queste c i  danno un sistema algebrico l i nea re  de l  t i po  (per  ogni i): 

i (m+l) , i -B(ra) , i  (m+ 1 1 ,i R a - . . . *  aN ; ( i = 1 , 2 , . . . ~ )  

essendo R,S,Q mat r ic i  NXN d i  elementi n o t i .  

Ad esempio: 

L'inversione d e l l e  ma t r i c i  R 2 s t a t a  f a t t a  con l 'a lgori tmo d i  

Gauss. 

b)  Confronti  t r a  il metodo iterative variazionale  d e s c r i t t o  e  

quel lo d e l l e  d i f fe renze  f i n i t e  (assunto cone elemento d i  confron- 

t o ) .  

Caso monodimensionale: g=2, r = 5 ,  D,A,3,C funzioni  c o s t a n t i  a  

t r a t t i ;  1.1=20. 

X o  (con d i f fe renze  f i n i t e )  = X d f  

F sono l e  autosoluzioni  de l l 'opera tore  d i  
v 

Laplace nonodin?ensionale 

1 (con il nos t ro  metodo) = X N  
0 



Ecco una t a b e l l a  r i f e r e n t e s i  a i  va r i  c a s i :  

L 'errore % 2  a1  pih a t to rno  a110 

0,1%. Circa l'andamento d e l l e  

so luz ioni  u l ,  u2 ne i  c a s i  sper i -  

rnentati s i  ha un accord0 de l  no- 

s t r o  metodo con que l lo  a l l e  d i f -  

ferenze f i n i t e  s i no  a  '3 c i f r e  s i  

gnif  i c a t i v e  n e l l e  zone c e n t r a l i ,  

e  uno meno buono (2 c i f r e )  n e l l e  

a l t r e  zone. 

Caso bidimensionale - R i s u l t a t i  analoghi a i  precedent i ,  perch2 l ' e y  

rore  5 (!I eguale s i a  FET l ' a s s e  xl che per l ' a s s e  x 2 )  n e i  n o s t r i  

e spe r inen t i  non ha na i  superato l o  0,38. (Fv sono p rodo t t i  d i  auto- 

soluzione d e l l f o p e r a t o r e  precedente).  

Caso t r idimensionale:  E - 2 ,  r=3; D , A , B , C  c o s t a n t i  a  pezz i ,  simmetria 

r i s p e t t o  a i  p i an i  x ,=o ,  x2=0.  (Fv p rodo t t i  d i  autosoluzione come 

prima). 
X ) :  L 

R i s u l t a t i  

a )  NZ = M = 1 ,  I1 = 3  e  cio2 N t o t a l e  abbastanza piccolo 
Y X 

()I=FJ t1 N 1: con 6 i t e r a z i o n i  (30'' IB??  7090) A H  approssima X 
X Y Z  df 

en t ro  il 3,3%. 

b )  aurnentando I I  da 3 a 10 l ' eb  s i  r iduce  a 1  3 4  (1'47" d i  rnacchi 
Y 

na) ,  



In generale X = XI,[ 6 d i  t i p o  monotono (crescente  i n  N) , e i n  15 it: 

raz ioni  a 1  p ih ,  ne i  c a s i  cons idera t i ,  s i  ha l ' au tova lore  can l a  ap- 

prossimazione cerca ta  (1%) mentre 6 ben noto che con il netodo del-  

l e  d i f fe renze  f i n i t e  il nunero d e l l e  i t e r a z i o n i  s a l e ,  i n  genere, a l  

meno a c i r c a  50460. 

u l  ,u2 ( s u l l e  r e t t e  y=6, Z=8 i n  f i gu ra l  sono i n  buon accord0 con i 

va lo r i  o t t e n u t i  a  d i f fe renze  f i n i t e ,  

t ranne n e l l e  in te r facce  ove l o  scar-  

t o  4 ?. 2 , 3 % ,  

Osservazione - I1 netodo i t e r a t i v o  variazionale  forn isce  l 'autovalore 

massimo i n  modo a s s a i  soddisfacente ,  s i a  per  precis ione che pep tern- 

p i  d i  ca lco la tore  ( r i s p e t t o  a1  metodo d e l l e  d i f fe renze  f i n i t e ) ,  ma 
invece 4 i n f e r i o r e  a quest 'ul t imo metodo per  l a  precis ione d e l l a  t i  

bulazione d e l l a  soluzione spec ie  per quel che r iguarda l'andamento 

d e l l a  u2 che pu6 presentare  de i  "picchi" n e l l e  zone non c e n t r a l i  

( e  vicino a l l e  i n t e r f a c c e ) ,  picco a  vo l t e  a s s a i  ma1 desc r iv ib i l e  

co l  metodo variazionale .  



PARTE 2a - Teoria a multigruppi dipendente dal tenpo 

5 1 - E' ben noto che nella teoria della diffusione dei neutroni 

nell'approssimazione a pih gruppi g di velocith, che supporremo 

due per sempliciti, l'evoluzione del tempo dei flussi veloce e 

lento, rappresentati da ul, u2 e della concentrazione dei cosi 

detti "neutroni ritardati" rappresentata da C, 8 retta dal seeue; 

te sistema: 

essendo assegnate: 

1) i coefficienti (funzioni nisurabili e limitate essenzialmente 

>O) e le funzioni di "sorgente" 
f1,2,3 ' 

2) le condizioni (Dirichlet) per le ul, uz a1 contorno ~QxJo,TL , 
O<t<T, ncR, , 

3) le condizioni di "trasmissione" relative ad ul, u2 rispetto 

una interfaccia y (una sola per semplicita) che rappresenta 

la frontiera comune a due subregioni nl,n2 

4 )  la condizione iniziale di Cauchy per tutte le incognite: 

I1 sistema stazionario associato ad (11 8 ellittioo second0 



Mirenberg-Douglis, ma non secbndo Petrowsky, e pertanto essenzial- 

mente diverso, ad esempio, del sistema ellittico del tipo elastici 

ti, Infatti, l'operatore natriciale associato 6 del tipo: 

da cui si vede subito che sulla diagonale principale l'ordine degli 

operatori sono rispettivanente 2, 2, 0. 

Risulta quindi naturale assegnare le conclizioni a1 contorno (e di 

trasmissione) solo per u2, u2. 

Inoltre essendo il sistema a coefficienti discontinui i risul- 

tati di Agmon-Douglis-Plirenberg per i sistemi ellittici (che esigc 
no la continuit; dei coefficienti) non si applicano. Appare percib 

naturale, pensare ad una impostazione di tipo variazionale. 

Per questo vedi un lavoro di prossima pubblicazione di Albertoni- 

Daneri-Geymonat. (5) 

Non presenteremo, pertanto, qui risultati teorici circa (1) 

essendo le ricerche in corso, ma considerereno solo il problem 

discretizzato che si ottiene da (1) mediante il metodo delle linee 

(discretizzazione solo sulle variabili spaziali) ottenendo: 

essendo ( = vettore di R2H+Nl ove !J 5 il numero dei punti del re- 

tic010 spaziale (esclusa la frontiera) e !Il k il numero dei punti 

ove h(xIf0. Inoltre 2: 

v;' 0 v;' matrice diagonale NXN 

matrice diagonale EJXN 

E identiti in RN 
1 



essendo: 

L1  + D I A  una matrice pentadiagonale NXN , 
L2 + D2A una matr ice pentadiagonale NXN , 
A l l  + a l l  una matr ice diagonale NXN a c o e f f i c i e n t i  >o , 
A12 + a12  una matr ice diagonale NXN a c o e f f i c i e n t i  >o  , 
A 2 ]  + a 2 ~  una matr ice diagonale NXN a c o e f f i c i e n t i  >o , 
A 2 2 +  a22 una matr ice diagonale NXN a c o e f f i c i e n t i  >o , 
H +  h una matr ice t I I X N  a c o e f f i c i e n t i  >o , 
E l  + X una matr ice NX?I1 a c o e f f i c i e n t i  >o . 
Osservazione I - Lo s tud io  de l  problerna d i s c r e to  ( 2 )  $ egualmente 

no l to  importante i n  a n a l i s i  numerica, perch$, a d i f fe renza  d i  

quanto accade n e i  c a s i  pa r abo l i c i ,  c ~ n c e r n e n t i  i n  generale p i c  o 

meno l a  d i f fus ione  d e l  c a lo r e ,  l a  matr ice pub avere au tova lor i  > O ,  

il che cornporta a vo l t e  una crescenza no l to  rap ida  d i  $ cosa sem- 

pre d e l i c a t a  da con-:rollare da l  punto d i  v i s t a  numerico, 

I n o l t r e  l e  v ( i n  generale  c o s t a n t i )  sono 5 l o 6 ,  mentre 
1 9 2  

g l i  a l t r i  c o e f f i c i e n t i  sono 2 1 ,  e per tan to  d a l  punto d i  v i s t a  

numerico s i  incontrano d i f f i c o l t a  s i m i l i  a que l le  che s i  hanno 

ne i  prohlemi d i  "boundary layer"  connessi con equazioni d i f fe ren-  

z i a l i  contenent i  p i cco l i  parametri  n e l l e  der iva te  p i h  a l t e ,  

Usando schemi i m p l i c i t i  ( pe r  rag ioni  d i  s t a b i l i t s )  s i  generano 

da ( 2 )  "grossi"  s i s temi  l i n e a r i  per i qua l i  occorrono netodi  it: 

r a t i v i  l a  cui  convergenza, che e r a  da indagare, B s t a t a  v e r i f i c z  

t a  i n ,  (3) 



5 2 - Proprieth del sistema (2). 

In ( 3 )  sono s t a t i  o t t enu t i  i seguenti r i s u l t a t i :  

1) Q 5 i r r iduc ib i l e ;  

2) Q 6 essenzialmente >o; 

3) Q possiede un autovalore wo>-A cui corrisponde un autovettore 
v>o, t a l e  che se ai 5 un qualsiasi  a l t r o  autovalore 8: 

R a.<w 
1 0 ;  

4) da l l e  11, 2 )  31, seguendo Birhoff-Varga (7), s i  dimostra (t-1: 
i ((t) = K eYo v + 0 (ept)  con R a i<v<u0 

(K dipende da 4(0)) ;  

5) l e  matrici d i  Jacobi e d i  Gauss-Seidel associate a l l a  matrice 

aI-Q sono convergenti per a>w 
0 '  

5 3 - Metodi d i  risoluzione d i  ( 2 1 ,  

a )  Metodo Esplicito: +( t )  = (I+At Q )  ((t-At). Tale metodo 8 s t a t o  

scar ta to  nei nos t r i  cas i  perch8 ha una soglia d i  s t a b i l i t a  t r o ~  

po bassa (At troppo piccolo). 

b) Metodo Implicito: 4 ( t )  = ( I - ~ t  ~ )"+( t -At ) ,  

Ad ogni passo temperale c '6  da risolvere un sistema del t ipo:  

Se A t  wocl  a l lo ra ,  i n  base a l l a  p r o p r i e d  5 del  5 2 ,  i metodi 

d i  Jacobi e Gauss-Seidel r e l a t i v i  sono convergenti. 

Osservazione - Quando s i  ha un "transiente" molto rapido s i  6 tro- 

vat0 che anche il metodo implici t0 (e pure que l l i  d i  Crank-Flicolson 

e s i  Saulyev ( 4 )  r i su l tano molto imprecisi, Pertanto s i  pone il 

problema d i  trovare qualche metodo meno imprecise. La valutazio- 

ne ( 4 )  ha forni to  l ' i dea  base per il seguente metodo che chiame- 

reno metodo U. 



Nel netodo w s t ;  pensato d i  esprimere l a  soluzione n e l l a  forma: 

Allora l a  ( 2 )  s i  trasforrna in :  

In ogni caso per6 c t &  il problema d i  determinare w o  che non 

B determinabile con procedimento t i p o  "metodo d e l l e  potenze Ray- 

leigh-Kellog" non essendo l t au tova lo re  que l lo  d i  modulo massimo. 

Questa  questione 6 abbastanza d i f f i c i l e  d a l  punto d i  v i s t a  nume- 

r i c o ,  perch; & vero che s i  pu6 t e n t a r e  d i  " t rans la re"  l o  s p e t t r o  

a1 f i n e  d i  condursi ad un problema d i  autovalore d i  massimo mod2 

l o ,  ma cos i  facendo, dovendo poi  s o t t r a r r e  il passo d i  t r a s l a z i c  

ne, s e  questo k molto grande s i  pu6 perdere ogni s i gn i f i c a to .  

Allora posto B=M-N : 

c i  s i  r iduce ,  come equazione a g l i  au tova lor i  per w (essendo w o  
0 

autovalore d i  -VB)  a l l a  ( 5 ) :  (M+uo v-' x = Mx. 

In t rodot to  un parametro f i t t i z i o  v s i  dimostra che l t equaz ione  
1 (M+ w ~ - ' ) x  - Nx possiede un autovalore d i  massimo modulo cu i  
v 

corrisponde un au tove t tore  >o  o t t e n i b i l e  co l  metodo iterative 

d e l l e  potenze. Que l lo  che s i  dimostra k che p = p ( w )  & monotona 

decrescente ,  e che v = l  individua w,. 

I1 sistema (4 )  & poi  r i s o l t o  con il metodo imp l i c i t o  Crank- 

Nicolson ed i r e l a t i v i  metodi i t e r a t i v i  r i s u l t a n o  convergenti.  (3 )  



§ 4 - Metodo dei passi frazionari 
Recentemente, (5) , abbiamo pure speri~entato il metodo di 

Narchuck ed altri per la (1) (g= 1) assurr.endo C =o e come deconposi- 

zione dellfoperatore A una del tipo (vedi § 5 )  : 

(7 1 Al. a (D a) + ib ax ax 

a a A2= - (D -1 + ;b 
aY aY 

Lo schema alternato per il passaggio da tn+ tntllt r[tn,tntl[ 

2 il seguente: 

n+i 
--tAIU - 0  v dt 

ntl fornente u(tn+,) = u (tntl). La discretizzazione della ( 8 )  ci 

da poi sistemi del tipo: 

"-1 & = 
dt a1U ; V-' matrice diagonale; 

( 9 )  
v-' & 

dt a2U ; al,a2 matrici tridiagonali 

Osservazione - Un primo vantaggio del metodo k che abbiamo ora a 
che fare con matrici tridiagonali (invece di pentadiagonali) in- 

vertibili anche con metodi diretti. 





L1w0 c a l co l a to  come ind ica to  a l l a  f i n e  de l  § 3 r i s u l t a  oo = 63,69, 

mentre il valore e s a t t o  B 63,21, (Le d i f fe renze  f i n i t e  sovrastima- 

no l ' au tova lore  e ,  a  nos t r a  conoscenza, c i  sono r i s u l t a t i  t e o r i c i  

per questa  stima so lo  ne l  caso d i  c o e f f i c i e n t i  cont inu i  i n  T I ,  

I r i s u l t a t i  numerici sono r i p o r t a t i  i n  t a b e l l a  dove ;; & il valore 

nedio su 0 d e l l a  soluzione e s a t t a ,  h l a  soluzione approssima- 

t a  o t t enu t a  con l a  trasformazione w ed il metodo d i  Marchuck, 3,, 
D 

l 'analoga soluzione senza trasformazione w ,  u  quel lo o t tenuto  I Mu 
con il metodo imp l i c i t o  che f a  segui to a l l a  trasformazione w ,  me5 

t r e  l a  cIM 6 que l l a  che s i  r i f e r i s c e  a1  metodo imp l i c i t o  d i r e t t o .  

Come s i  vede i n  ogni caso l a  trasforrnazione w ,  conunque s i a  asso- 

c i a t a  ad a l t r e  tecniche,  d2 i r i s u l t a t i  m ig l i o r i ,  ed il metodo de i  

pass i  f r az iona r i  s i  B r i v e l a t o  superiore,  ne i  c a s i  f a t t i ,  a1  meto- 

do impl ic i to .  



- - - - 
t Soluz ione  esatta u - Mu U~ U ~ ~ u  U~~ 
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PROBLEMS OF OPTIMIZATION AND NUMERICAL STABILITY 

IN COMPUTATIONS ) 

by 

I. ~ a b u g k a  (Praga) 

Computer Science is a new scientific discipline. An important part 

of this discipline is the numerical mathematics. The "Art of Computationn 

is  becoming science ; new questions and problems become important. 

A typical problem is  the problem of the creation of numerical me- 

thods, the determination of their  "worthn and, in general, the choice of 

the most suitable method for the given purpose. 

For example, the program-library in a computing centre centains 

mostly many algorithms for solving single mathematical problerfis. Opinions 

on the expedience of these algorithms a r e  usually quite different and sub- 

jective. This statement i s  still more apparent when a method of applied 

mathematics is to be appreciated, especially in the field of scientific- 

technical computations. These scientific - technical computations a r e  that 

part of the computer science in which I have some experience. 

My paper will deal with questions which a r e  more o r  less  asso- 

ciated with this kind of computations. 

I think that these computations may be characterized a s  a mathematical 

and constructive way of processing (transformation) of the given informa- 

t.on to the required one ) , I am sure  that in scientific-techical 

computations it i s  necessary to emphasize the knowledge of information 

which we may collect and the appreciation of its reliability. Further it is 

In this paper some results  obtained recently in Prague will be given 

2 ) ~ e n r i c i  23 defines numerical analysis a s  the theory of constructive 
methods in mathematical analysis (with emphasis on the word 

llconstructiven) . 



necessary to formulate clearly the required information on the given pro- 

blem . The necessity of a mathematical and constructive way cf this pro- 

cessing is  obvious here . 
The "clarity fl of the given and required information i s  an important 

part for a successful solution of a technical problem. Numerical mathe- 

matics a r e  the rudiments of this constructive processing of information. 

Numerical method generates (in a constructive manner) a mapping, from 

the class (space) of the given information to the class of the required 

one. It i s  important that this mapping is  defined on the entire class of - 
information. This class will be the domain of definition of the given me- 

thod (mapping) . 
Numerical process i s  an exact constructive law (prescription) of 

creation of the given mapping. 

.Computation is a concrete realisation of the numerical process in the 

given case.  We shall talk about exact realisation when we compute - 
without round-off e r r o r s  and about a realization (or  disturbed realisa- 

tion) in a real  computation. 

It i s  obvious that there a r e  many different manners of a construc- 

tive creation of one given mapping, i. e. many processes exist which 

transform the given information to the requested one and solve the same 

mathematical problem. It i s  evident that the question of choosing a pro- 

cess  i s  very important. 

It i s  c lear  that the choice and every optimization must necessarily be 

relative to the given information. This does not mean, however, that so- 

me methods might not be advantageous in a certain generality. 

The manner in which we appreciate the method is  of great importan- 

ce. My experience is that, from the practical point of view, it i s  very 

important to respect an incredulity of the given information . This incre- 

dulity can be of different kinds . Some of them will be shown in the next 
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part  of the paper . It i s  essential that the method -and in general all con- 

clusion - be stable with respect to these incredulities. I think that this 

stability i s  one of the most important points when choosing a method in 

practice. 

In the next part I shall point out some aspects of these questions. 

2 . T h e  p r o b l e m  of q u a d r a t u r e  f o r m u l a s  1 )  

In this section I shall show some aspects of ideas, which I men- 

tioned previously, in a simple case of quadrature formulas. 

Let our task be to determine numerically 

J o  

We shall suppose that we know the following about 'the integrated 

function f(x) : 

1. The function f(x) i s  a continuous periodic function with 

the period 2v . 
2. We can evaluate only the function f(x) (i. e. compute the va- 

lues of f(x) ) . 
In this case, the simpliest quadrature formula T ( f )  i s  mostly used in 

n 
practice, with 

This formula i s  the well known trapezoid formula. 

I will now analyse the question, if there a r e  any reasons for selectins 

' )  In this  part we a r e  not dealing with the problems of the round-off 
e r r o r s .  


