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CENTRO INTERNAZIONALE MATEMATICO ESTIVO 

(c.I.M.E.) 

SURFACES ALGEBRIQUES COMPLEXES 

ARNAUC BEAUVILLE 



SURFACES A L G ~ B R  I QUES COMPLEXES 

ARNAUD BEAUVI LLE 

INTRODUCTION 

Cet expos6 camprend deux parties. La premisre est un sumo1 assez rapide 

de la classification d3Enriques des surfaces algdbriques. On s'est inspird, 

bien entendu, Be la litt6rature classique sur le sujet, et en particulier du 

s6minaire Chafarevitch [Ch.2]. On a essays d'ttre aussi 616mentaire que possi- 

ble, en supposant toutefois connue la cohomologie des faisceaux cohgrents. 

On renvoie 8 [Be] pour une exposition plus dBtaill6e ainsi que pour .des exem- 

ples. 

La seconde partie comprend des indications la d6monstration par 

Chafarevitch et ~iatechki-~hapiio du th6orPme be Torelli pour les surfaces 

K 3 3CtC.PPl. 



$1. Notations e t  rappels. 

Nous dirons sirdplement surface au l i e u  de surface projective e t  l i s s e  

sur C. 

Soit S une surface, D, D' deux diviseurs sur S . On note : 

- D 3 D' si D e t .  D' sont lin6airemelrt Lquivalents !i.e. D-D' e s t  l e  

diviseur d'une fonction rationnelle sur S) . 
- B S ( ~ )  l e  faisceau inversible associ6 b D . 
- H~ (s, bS(D)) . ou simplement $(Dl s ' i l  n'y a pas de confusion possible. 

l e s  espaces de cohomologie dufaisceau BS(?> . 
- h l ( ~ )  = ahe  H'(D) 

- ;((~,(DI) = h O ( ~ j  - $(Dj + h2b) 

- D = espace projectif  des diviseurs effect i fs  lindairement lquivalents 

B D .  

ts espace projectif  associ6 H*(D) . 
( s i  h0(5) = 2 , on dit que ID \ e s t  un @.';iceau). 

2 
- KS ou K = diviseur canonique = un diviseur t e l  qua eS (K) = nS 

- Pic(S) = groupe des diviseurs modulo dquivdence IinEaire 

r )  = groupe des classes d'isomorphisme de faisceaux inversibles 



En vertu de th6orhes  g6n€rawr,,on a : 

pic@) = ~ ' ( 6 ,  19 g) =  HI^,^@:) 
03 d6signe l e  faisceau des fonctions holoraorphes sur S , considbr6e 

come vari6t6 anslytipue. Cette dernisre interpretat ion .permet de consid'e- 

r e r  l a  s u i t e  exsctc! : 

d'oa l 'on  d6duit l a  su i t e  exacte importante : 

0 -3 ~ ' ( 6 . 2 )  j H1(s, BS) ---9 P ~ C ( S )  +H2(5J) -9 H2(S, o S )  ( a )  

Posons : picO(s) = H' (s, es ) / s l  @,a) 
2 2 

EIS(S) = ~ e r ( H  ( 6 , ~ )  -4 H (s, 6S)) 

Le groupe Pic(S) spparait  come une extension : 

de dew groupes de nature diffgrente: 

- l e  groupe picO(s) es t  un groupe divisible;  l a  th6orie de Hodge rnontre ' 

1 pue iI ( S . 1 )  e s i  un r6seau aana H'(s, Bs) , autrement d i t  pico(s)  a 

m e  s t ruc ture  naturelle de tore complexe - e t  rnsme, en f a i t ,  de vari'et6 

ab6lienne. 

- .  l e  groupe PJS(S) c H'(s,'B) es t  un groupe de type f i n i .  

2 
Le cup-produit sur H (s,z) indai t  sur NS(S) une f o m e  bi l in6ai re  

symEtrique 5 valeurs dans ZI , l e  produit d ' intersection;  s i  D e t  D' 

sont dexx aibiseurs, on note (D-D')  l e  prorluit de 'leurs classes dans NS(S). 

On obtient a ins i  une fome bil in6aire sym6trique sur l e  groupe des  diviseurs 

qui joue LIE r5 l e  fondmental, dans l a  th'eorie des surfaces. S i  C, C '  

sont d e w  courbes irr6ductibles dist inctes.  on a : 

(c.c' ) =' nanbre de points d'intersection de C e t  C '  , compt6s avec 

l eu r  mult ipl ici tb.  



Rappelons quelques th8orhes fondsmentaux :. 

Dudit6 de Serre : hi(IC-I)) = , O S i L 2  . 
On utilisera t r b  souvent Riemm-Roch sous la forme suivante, qui 

utilire 18 d ~ i t i  d,e Serre : ~O{D) + ~P(K-D) 7 ( eS) + 1/2 ($ - D.K) 

Formule du jzenre : Soit C m e  courbe irr6ductible sur S . 

Ce ncmbre est le genre de C , not6 g(C) . Si C est singulisre, son 

genre est strictement plus grand que celui de sa n o d i s 6 e ;  en particulier, 
1 on a &(c) = 0. si et seulement si C l f ?  . 

Invariants num&riaues 

On pose : 

pg(~) = dim H'(s, BS) = dim H'(s, a:) = dim H'(K) (par dualit6 ds Serre) 

On notera simplement q, pg, Pn s'il n'y a pas de confusion possible. 

Tous ces invariants sont des invariants birationhels. On a : 

T(  esl = 1 - q + Pg 

On pose bi 3 dimQ: H'(X,G) ; par dualit6 de Poincar6, on a 

b4 = bo = 1 et b3 = b, . De plus, il rgsulte de la thgorie ae Hoage 

que b, = 2% . 
On pose 

i 
Jtop(S) ' Z (-1) bi 2 - 2 9  + b2 



Ces invariants sont r d i 6 s  par $18 : 

Formule de N. Noether : 12 X (  BS) = 8 '+ )! (s) 
top 

Mous u t i l i serons  l a  varigtg d'Albanese d'kqe surface S ; rappelons i c i  

l e s  propriSt6s. qui nous. in t l ressent  : 

I1 existe une va r ig t i  ebglienne Alb(S) ;de ahens ion p , e- 
morphisme d : S 4 ~ l b ( s )  t e l s  que : 

- - Si  a_ & 1 , d (s) n ' e s t  pas rBfiuit 2 un ooint; 

- - Si  d (s) e s t  m e  courbe B , cette,'courbe e s t  l i s s e  de' genre q e t  

l a  f ibra t ion  p : S --j ,B a ses f ibres  ,connexes. 

On di ra  que p est l a  f ibra t ion  d'Albsnese de S . 
Nous u t i l i serons  6galement l e  t hgorhe  classique s d v &  : 

"ThdorZme debe r t in i "  : S e t  S une surface, C une courbe, g : S --+ C 

un morphisme sur jec t i f .  I1 exis te  une courbe l i s s e  B e t  un dia~ramme 

cornmutatif: 

t e l  que l e  mo,+hisme p : S-+ B a i t  s e s  f ib re s  connexes; 

Notons o_ue l a  f ibre  g$n'eriqxe du morpbhme p e s t  a lors  l i s s e  e t  

irr&luctible, puisque l a  f ib re  gdndrique d'u-n morphisme ae var i6 t6s  lisses 

sur E est toiSjours l i s s e  ( thgorhe  ae Smd) . 
Enfin l a  rmarque s u i v a t e  e s t  t r i v i a l e  mais extrhement u t i l e  i 



Remarque u t i l e  : 

2 - Soient C une courbe irrdductible sur S , t e l l e  que C 0 , D 

aiviseur effect i f .  Al l s  (D.c)+O . 
D6monstration ; oli .&-it D = D r  + nC , oil D' ne contient pas C , 

2 
e t '  nbO ; d o r s  (D.,c) = (D'.c) + n ( ~  ) + O  . 

52. Applications birationnelles. 

On peut classifier: l e s  surfaces 8 isomorphisme prss, ou, plus grossibre- 

ment, 8 isomorphisme birationnel p r b .  ~e 'probl&e ne se pose pas pow l e s  

courbes, puisque toute application birati6nneU.e drune courbe l i s s e  dans une 

autre es t  partout d6flnie. Pour l e s  surfaces, on va voir,que toute application 

birationnelle s'obtient 8 p a r t i r  de trans,fomations "blbentaires",  l e s  &la- 

tement s . 
A 

Rappel : Soit S une surface, p t  S . il existe une surface S e t  un m o r  
C 

phisme birationnel E : S --$ S . t e l s  w e  : 

- £ res t re int  8 £-'(~-p) e s t  un isomorphisme sur S-p ; 

- p E es t  une courbe isonorphe 2 lp' , aui s r iden t i i i e  neturellenent 

3 llensembl= des directions tangentes 1 S & p . 
On d i t  que E' es t  1',8clatement de S .en p , e t  E l a  &mite excep- 

t i o m e l l ?  ae'lr6cla&ment. On a : 

ns(s") ns(s)  c~ a [EJ (b 1 
A 

La forme &'intersection sur S &axit donde par l e s  fonrmles : 

(f* D . t*D1)  f (D.D') D,D1 aiviseurs mr S 

(L*D.E) = o 
3 = -1 



Soi t  C une courbe irrdductible.  sur S , passant par p avec m u l t i p l i -  
A 

c i td  m . On dEf6nit l e  transform6 s t r i c t  C de C cornme 1'adhbrence 

dans 2 de E - ~  (d-p) . On v h i f i e  immbdiatement gue : 

E t C = C ^ + m E  

&*oil l l a n  1i8duit : $ = c2 - m2 et 

;.2 = c.x + m (c l  

XOus adnettons sans dhonst ra t ion  l e s  t hdorhes  s d v a n t s  (cf. par 

exemple [ch. 1 1  ) : 

Thborhe d'glimination des ind6terminations. 

Soient S une surface, V une varibt8 alah-i 'aue,  'P : S-+V - 
a" 

une application rationnelle. I1 exis te  un momhisme : S 4 S , comuosb 

d'une su i t e  f in i e  d'bclatements, e t  un mowhisme 

le diaiqramme : 
N s 

so i t  commutatif. 

ThEorhe de *structure des morphismes birationnels. 

TouCv morphisme birat ionnel  (d.'une surface dans une autre)  e s t  com~osd 

dv une su i t e  f i n i e  d'bclatements. 

Corollaire 

S o f i  : S ---3 ST m e  application birat ionnelle.  Il existe une 
7 

surface S e t  un diagrarmne cornmutatif : 



Soit f : S 4 k' un mrphisme birationnel.. nmbre n a' Bchtements 

dont il es t  compos6 e s t  d6tenuin6 par is formule ES (s) .." XS(S~ f @ 8 21 en 
particulier,  tout morphisme birationnel de S dans eve-mhe  est un ismor- 

phisme. 

Pour toute surface S, notons B(s): ltensemble des classes dtisomorpIris- 

me de surfaces b i ra t ionne l l em~t  jsomorphks 3 S . S i  S, , S26 B(S) , on d i t  

que Sl domine S2 s l i l  existe un morphisme birationnel (i .e.  un composd 

d t  Eclatem&ts) 'de S, dam S2 : D1ap&s ce qui prbdde, on intro&uit d n s i  

une relation d'ordre sur  B(S) . On d i t  qu'une surfece S est minimale s i  

e l l e  e s t  minimde dans B(S) , c'est-&dire s i - t o u t  morphisme birationnel 

de. S dam m e  surface S1 es t  un isomorphisme. 

Propdsition 

Toute surface domine une surface minimale. 

Dhonstration : soit S , une surface. S i .  S ntes t  pas miniinale, 21 existe UII 

morphisme birationnel S 4 S1 qui n tes t  pas un isomorphisme. S i  S1 nt  es t  

pas 'miaimale ,il existe de mke S 4 S2 , e t  ainsi de sGite; c 3mme : 

on arrive- n6cessairement B une surface minimale. aomin6e par S . 
Disons qu'une courbe Ec S e s t  exceptionnelle s t i l  existe un &late- 

ment E : S 3 S' (St surface l i s se )  t e l  que E so i t  la droite ~tcept ion-  

nelle de .S ; il rgsulte du th&r&e de structure des morphismes biration- 

nels qu'une surface e s t  minimale si e t  seulement s i  eZle ne contient D ~ S  ae 



courbe exceptionnelle . 
,Les courbes exceptionnelles sont carac t6r is6e~ '~ar  l e  ,th&or&ne suivant 

que nous admettrons : 

CritSre de contsaction de Castelmovo 

Une courbe E e s t  exce~t ionnel le  si e t  seulement s$ E,JP' e t  E~ = -1 

L'ensemble B(S) sera en principe connu. dss que l 'on connaitra ses 616- 

ments minimaw - tous l e s  autres &ant obtenus 8 p a r t i r  de cew-18 par des 

kclatements. Deux cas peuvent se  presenter : il y a.un seul  mod& minimal, 

ou il y en a plusieurs. 

Dkfinition 1 : Une surface S e s t  rkp;lEe si e l l e  e s t  birationnellement iso- 

~ o r p h e  1 C'XP' ,051 C es t  une courbe l i s se .  S i  de D ~ U =  C =lP1 , 0-t 

sue S e s t  rationnelle. 

ThGorSme des modsles ninimaux 

Soient S, Sf deux surfaces minimales, Q.: S 9 S t  une aml ica t ion  

birat ionnelle.  S n 'es t  pas rg~lke. ,  '-f e s t  un isomomhisme. 

En par t icul ier ,  B(S) a un seul  616ment minimal, e t  tout  automorphisme 

birat ionnel  de S e s t  un automorphisme. 

La d6monstration u t i l i s e  l e  lemme fondamental de l a  thdorie des surfaces-: 

Leame-& ( ~ n r i ~ u e s - ~ a s t e l n u o v o )  

Soient S une surface minimale non r6ql6e, C une courbe irrQductible. 

AZss : K.C 9 0  . 
Ce lemme sera  dkmontr6 plus t a r d  ( 58) . 

Dgmonstration du th6orhe  : Par l e  t h b o r h e  a'dlimination 8es indetermina- 



tions, il existe un diagramme cammutatif : 

ail y =  cn . . - ! est  un compos8 de n 'edatements e t  f un norphhne 

birationnel. 

Pami tous l e s  d i a g r m e s  possibles, choisissons-en un t e l  que n soi t  

minima; il s'sgit de montrer que n = 0 . Soit E l a  droite exceptionnelle 

de ltBclatement El , Si f ( ~ )  6 ta i t  r'eduit 2 un point, l e  morphisme f 

se factoriserait  en f '  o ;L, et l 'on contredirait l a  minimditd de n . 
Donc f(E)  est .me courbe C . Come f ,*est un campos'e df8clatements, il 

r Q s d t e  de l a  formule (c) p.7 que : . 

d'03 m e  contradiction avec l e  lemme-cl6. 

classifi,ication des surfaces se divise donc en deux branches : 

d'un c6t8 l e s  surfaces r6gl8esS qu'oh peut consid6rer come connues du point 

de vue birationnel, mais dont or cherchera l e s  modhles minimam; de l 'autre  

l e s  surfaces non rSglQes, pour lesquelles l a  classii3cation "bir6guli&reV' 

reirient essentiellement au mgme qhe l a  classification birati'onnelle : il 

suff i ra  de classer Zes surfaces minimales. 

53. Surfaces r6~18eS e t  rationnelles 

Soit C une courbe l isse .  Une surface n&rnitriauement r6@e de - 
b* C est. une surface S , munied'un moiphisme l isse .  p ; S -+ C a t  



l e s  f i b r e s  soat  isomorphes. 2 P'  . 
I1 n'est pes Svident a pri'ori. qu'une surface g60m6triquenent r6gihe 

e s t  rdgl6e (D~P. 1);  cela rgsul te  du : 

Soient S une surface, p un mor~hisne de S sur une courbe l i s s q  C. 
-1 1 

On suppose qu ' i l  ex is te  x t C t e l  clue l a  f ibre  p ( x )  . s o i t  isomorp~e 8 8  . 
Alors il existe un ouvert U _de :C , de l a  forme U = C - {x, .. .. x n t  
(xi $ x) e t  un isomorphisme de p1 (v) - u U x P' , comutant avec l e s  pro- 

jections E r  U . .- 
pss,: pg(s) = 0 

Notons F = p l ( x )  . On a F~ = 0 k t  F.K = -2 (fornule, du genre), 

done si DE \K( on doit avois D.F = -2 mais aussi  D.F & 0 par la  

i-emarpue u t i l e  (p. 6 ) ,et  par su i t e  IKJ = @ . 
pas 2 : il exis te  un diviseur R sur S t e 1  que (H.F). = I .  - 

Come p (s) = o , 1s flkche  pic(^! 4 H~(s , z )  e s t  sur jec t ive  ((.a)p.3). 
g 2 

I1 s u f f i t  donc de montrer qu ' i l  ex is te  une classe k c  H (s,z) t e l l e  que 
2 

h.f = 1 , en notant f l a  classe de F dans H (s,z) . Pour a varia5le 

dam H ~ ( s , z )  , l ' e n s e ~ b l e  des ent iers  (8.f) e s t  un ideal  de ZI , ae l a  

forme B.Z ( d ? ~ ) .  L'application a l/d (a.f) e s t  une forme l inEaire 
2 

sur H*(s,z) ; par duali t6 de ~ o i n c a r g ,  il exis te  un e l h e a t .  f 'G H. CS,~) 

t e l  que : 

(a .fq)  = I / &  (a.f) 
2 

p o u r t o u t  ~ & H ( s , z )  

2 e t  donc f = d. f t  modulo torsion clans H (SJ) . 



Considikons l a  su i t e  exacte : 

On en d6duit l a  su i t e  exacte longud de cohomologie : 

1 La s u i t e  des espaces quotients H (S, 6 (~i+rF) . doit  t t r e  stat ionnaire s 
pour r assez 'grand; .donc il exis te  un r %el  que b s o i t  b i j ec t i f  e t  par r 
su i t e  a sur jec t i f .  Choisissons un sous-espace vectoriel  V de r 
H'(s, e S ( ~ + r F ) )  , de dimension 2 , t e l  que a ? ( ~ )  = H'(F, 6F(l)) ; notons P - 
l e  pinceau correspondant. I1 peut avoir des composantes f ixes,  mais e l l e s  

doivent s t r e  contenues dam certaines fi'bres F , F de p dis- 
X1 Xk 

t i nc t e s  de F (puisque P n'a pas de points f ixes  sur F) . De msme l e s  

points f ixes  de l a  p a r t i e  mobile de P sont contenus d'ans des f ibres  

F, ,. . . , F dis t inc tes  de F . notons F ,. .. , Fx l e s  
k+ 1 X1 X1+l ' m 

f ibres  de p . qui ne sont pas irr6ductibles. Posons 'J = C - {xl, , . . , x,] , 
e t  notons P f  ' l a  r e s t r i c t ion  de P 2 p - l ( ~ )  . Le pinceau P' e s t  sans 

points f ixes;  toute  courbe Ct de P' e s t  rgunion d'une section de p e t  

6ventuenernent.de c e ~ t a i n e s ~ f i b r e s ;  mais en f a l t  Ct ne contient pas de f i -  

bres, sans quoi on aura i t  Ct n C t I  f @ pour t .# t '  . Donc l e  pinceau P' 

e s t  f o r d  de sections (ct) de Za f ibra t ion  . p  . Come il e s t  sans 
t e ! P 1  

points f ixes,  il d6finit  un morphisme g : *-'(u) + t?' , de f ib re  g l ( t ) = C t ;  
-1 on en dgduit un morphisme h = ( P , ~ )  de p (u) sur U S  P' . Comme 

- 1 
h ( ( x , t ) )  = FXn Ct , h e s t  un isomorphisnle, d'o3 l e  thgorbe .  

Remarque 4 
Lorsque p e s t  l i s s e ,  S e s t  donc un fZbr6 en &oites projectives au- 

dessus de C , localement t r i v i a l  (pour l a  topologie de ~ a r i s k i ) .  L'ensemble 

des classes d'isomorphisme de t e l s  f ib& s i iden t i f i e  2 liensemble 

H'(C,PGL(P, BC)) . Oreon d6duit de l a  s u i t e  exacte : 



l a  su i t e  exacte de cohomologie : 

O r  2 ( C ,  BE) = 0 , par exemple parce que C es t  une courbe; done tout  f i b r6  

en droites projectives sur C e s t  l e  f ibrd projec t i f  P (E) associ6 B un 
C 

f ibr6  vectoriel  E de rang 2 sur C . Les f ibr6s  L P ~ ( E )  e t  l P C ( ~ ' )  sont 

isomorphes si e t  seulement s i  .il existe un f ib& inversible L sur C t e l  

que E 1  2 E@L . 
La c lass i f ica t ion  des surfaces gBom6triquement r6gl6es sur C e s t  aonc 

ramenge 2 ce l l e  des fib:& vectoriels  de rang 2 sur C : Celle-ci e s t  l o in  

d'^etre t r i v i a l e ,  mais peut 8 t r e  consid6r6e come bien comprise - cf. [R] . 

Leme 5 

Soient S une surface, C une courbe l i s s e ,  p : SJC unmorphisme 

dont l a  f ibre  ~6n6r i sue  e s t  isoinorphe 2 P' . -e f i b r e  de p n 'es t  pas 

irrgductible,  e l l e  contient une droi te  exceptionnelle. 

2 ~6monnstration : Soi t  F une f ib re  r6ductible, F = C n. C. . On a Ci < 0 
1 1  

pour tout  i (car n. C? = Ci (3' - si n j  c j ) <  0). Bone par l a  formule. . 1 1  

du genre LC.>-1 , 1'6galit6.n'ayant l i e u  que s i  C. e s t  une courbe excep- 

t ionnelle.  Par su i t e  s i  F ne contenait pas tie courbes exceptionnelles, on 

trouverait  K.F & O  ,. ce qui contredirai t  K.F = -2' . 

Soit C une courbe l i s s e  non rationnelle. Les modsles minimam de - 
C x P' sont l e s  surfaces g60m6triquement r6gl6es ae base C . 

D6monstration : I1 e s t  c l a i r  qulune surface g6om6triquement rdglLe ne contient 

pas de droites exceptionnelles, car  celles-ci devraient s'envoyer surjective- 



ment sur C , ce qui e s t  impossible.-Soient /S une surface minimale, f  une 
1 application birat ionnelle de S sur Cxl? , p la projection de C * P' . 

sur C . Considdrons l ' appl ica t ion  rat ionnelle p o f  : S - I ~ C  ; par l e  th6o- 

r h e  d'blimination des ind6teminations il exis te  un diagramme cornmutatif : 

05 l e s  ' f. sont des dclatenents, e t  ,% un morphisme. Notons E l a  cboite i 
excep~ionnelle ae l'bclatement gna . C o ~ e  C n'est  pas r a t ionneee ,  

%(E,) e s t  r6duit 2 un point ,  de sor te  que % . se . fac tor ise  en %-I " 'n 
En continuant l e  proc6d6, on voi t  f indement que pf. e s t  uq morphisme, de 

1 f ib re  gdndricpe isomorphe 2 IP . 
D'aprss l e  lemme 5, l e s  f ibres  de pf sbnt irr6ductibles,  donc ration- 

nelles l i s s e s  (puisqu'elles v6r i f ient  F' = 0 , P;K = -2 , d'o6 g ( ~ )  = 0)  : 

par su i t e  S e s t  une surface gkom6triquement r6gl6e de base C . 
Nous nous contenterons d'bnoncer sans dhonst ra t ion  l e - r6su l t a t  analogue 

pour l e s  surfaces rationnelles. On s a i t  quk tout  f ibr6  vectoriel  sur P' es t  

some de f ibrds- invers ib les ;  il en r6sul te  que l e s  surfaces g60m6triquemeat 

r6glkes de base IF' sont l e s  surfaces : 

pour n g 0 . 

Thkorhe 

Les surfaces rat ionnelles minimales sont p2 e t  l e s  surfaces F pour n 
n # 1 .  - 



Remarque 7, 

I1 e s t  f ac i l e  de c a l c d e r  l e s  invariants numdriques des surfaces rdglkes : 

s i  S e s t  birat iohellement Qquivalente 2 C x P' , on trouve : 

S i  de plus S e s t  minimale # lQ2 , on a : 

KCs = 8 (I-q) b , ( ~ )  = 2 

tandisque  $ = 9  e t  b 2 ( s 2 ) = 1 .  
,P2 

Ious allons voir  qu'inversement l 'annulation des Pn- caractdrise l e s  surfaces. 

r6gldes. 

$4. Caractdrisation des surfaces rat ionnelles e t  .r&lldes, 

Rappelons que nous ddmontrerons plus l o i n  ($8) l e  : 

Lemme-cl6 : Soit S une surface minimde non r e a c e ,  D un diviseur effec- 

t if  sur S . e s  D.K 8 0 . 
Lemme 8 

2 Soi t  S une surface m i n i m a l e e c  K < 0 . U o r s  S e s t  r6glCe. - 
D m  : Soit  X une section hyperplane de S . S i  (H.K) < O  ,on 

applique l e  lemme-cl6; de m h e  s i  (H.K) r 0 , en prenant D = nH+K qui. e s t  

e f f ec t i f  pour n assez grand. On peut donc supposer ( K . K ) ~  0 . 

K ) ~  = X2 + > 0 e t  (H+r0K).~ = 0 , de s o d e  que s i  r -8 



e s t  un rat ionnel  7 r e t  suffisamqnt voisin'de ro , on a : 
0 

Posons Dm = m(H+rK), pour tout  m t e l  que m r  t 2 . Par Riemann-Roch, 

o n a :  h O ( ~ m ) + , h O ( ~ - ~ m ) + o ,  quand m--+- . 
Comme (K-Dm) ,H devient ndgatif pour m grand , on vo i t  que pour m 

grand l e  syst3ne \<mi e s t  ton vide; come Dm,K < 0 , on conclut encore 

par l e  lemme-cl6. 

Theorhe 9 (~hstelnuovo) 

S& S une surface avec q = P2 S ' O  . Alors S e s t  rat ionnelle.  

2 
~kmonstrat ion : On peut supposer S minimale. Si CK < 0 , on applique l e  

l e e  8 . S <r 0 , l e  t h d o r h e  de,Riemann-Roch (compte tenu de P2 = 0) 

donne : hO(-K) 2 1 + K2*1 donc s i  H est  une section hyperplane, on a 

(K.H) 4 0 , dpo3 l e  rdsul ta t  par l e  lemme-clb.* 

Notre but e s t  maintenant de c a r a c t h i s e r  l e s  surfaces rgg16es par l pan -  

nulation des plurigenres Pn . Si q =  0 , l 'annulation de P2 s u f f i t ;  

Si qal , c e l l e  de p n l e s t  pas l o i n  de s f l i r e  : 
8 

Leme 10 

S& S . m e  surface minimde avec p = 0 , q a 1 . On a a lors  
2 g 

K 4 0  ( e t  donc S ' e s t  rdglde) sauf s i  g =  1 ; $'2, I? = O  . 

Dhonstrat ion : l a  formule de Noether (p. 5 ) s ' ec r i t  i c i  : 
2 io  - 8q = K + b2 

11 . su f f i t  donc de v6 r i f i e r  qu'on ne peut avo* q- = 1 , b2 = ? . On consi- 
asre pour ce l a  l a  f ibra t ion  dpAlbanese p : S +  B , 03 3 (= ~ l b ( ~ ) )  es t  une 

courbe e l l ip t ique;  il e s t  c l a i r  qupune section byperplane Se S e t  %me ti- 

bre g6n6rique de p sont lincairement ind6pendantes.dans NS(S) , de s o h e  



que b2 >/ 2. 

P r o ~ o s i t i o n  11 

S&t S une surface minimale non r&l&e avec p = 0 , q = 1. 
g 

A l s  S = (C x F)/ G , C & F sont des courbes l i s s e s  de nenre >/ I ,  G 

un Rroupe f i n i  d'a~tomorphismes de C , opErant sans points  f ixes  sur  C x F  

(de manisre compatible avec l a  projection sur  C)  , C/.G e s t  e l l i p t i w e ,  

3 C o u  F e s t  e l l ip t ique .  

I 
D6monstration (rapide):On cons idbe  l a  f ibra t ion  dVAlbanese ' p  : S -+ B,, 
02 B = A l b ( ~ )  e s t  une courbe e l l ip t ique .  On dgsigne par F l a  f i b r e  
- 1 b 

p (b) pour b e  B ,, e t  par  F une f i b r e  g6n6rique de p . On pose 
3 

g = g(F7 1 . 
Pas 1 : g > 2  , p e s t  l i s s e ;  g = 1 , l e s  f i b r e s  ae p sont s o i t  - 
l i s s e s ,  s o i t  de l a  forme nE , & E e s t  une courbe e l l ip t ique  l i s s e .  

En premier l i e u  l e  f a i t  que b2 = 2 entraine que l e s  f i b re s  sont i r r6-  

auctibles. On u t i l i s e  ensuite' l a  formule topologique suivante : 

(s) = (B) - ;Itop(~w, I . +  GB ( ; ( top(~b)  - >toi(~.l 1) top QP . (a1 

Lorsqu'une f i b r e  gkn6rique Fr se  s p 6 c i d i s e  en une f i b r e  s ingul i s re  

( irrgductible)  Fb , un cer ta in  nombre de 1-cycles sur  F ( l e s  "cycles 

Cvanescents") disparaissent dam l'homologie de Fb ; autrement dit, on a 

b l ( ~ b )  z bl(F1 ) , e t  donc Ttop(Fb) > Ytop(Fr ) . Or par h ~ p o t h h e  

Ttop(s)  = 1 (13) = 0 ; l e  formule (d) montre donc qu ' i l  ne peut Ji. avoir  
top., de f i b re s  singulleres. Enfin s i  F = nC , on houve  : 

b 
1 1 1 

(Fb) = ;(top(c) = 2 1  (e 'C)  = (C.K) = ; ( F ~ . B )  = -(F1 .I() i ;; Jtop(~,., ) 1 top  n 

Pas 2 : S i  p e s t  l i s s e ,  il existe un revgtement &ale C -+ B t e l  sue l a  - -  
U 

f ibra t ion  image r 6 c i ~ r o ~ u e  = S < C -4 C s o i t  t r h i a l e  ( i . e .  S g C  u,F7 1. B 



La f ibra t ion  p dkfinit  une femille de /courbes de genre g sur  B. . 
Qui t t e  passer 5 un revstement s t a l e  C de B , on peut " r ig id i f ie r"  l a  

cohomologie (mod n) de ces courbes, e'est-&dire rendre constant l e  systkme 

localement constant des A ' ( F ~ ,  l / n l )  e t  en choi r i r  une-base symplectique. 

S i .  n , 3  , on s a i t -  ([GI) qu ' i l  existe une f a i l l e  de courbes de genre g 

P : Un,g 'Tn,$ , a cohomologie (mod n) r ig id i f ike ,  qui e s t  universeile; 

,ctest-&dire qu ' i l  ex is te  un morphisme f : C J T n  t e l l e  que l a  fibra- 
-, , g 

t i on  S 4 C se  dkduise de P par image rdcipro@ue. O r  l e  revctement univer- 

s e l  de C e s t  d e t  celui  de T e s t  lTespace  de Teichmiiller T qui e s t  
nyg e 

un domaine born6 , donc l e  morphisme f e s t  t r i v i e l  (i. e. f (c )  es t  un point ) ,  

ce.qui implique que l a  f ibra t ion  S -+ C e s t  t r i v i a l e .  On peut supposer 

l e  rev^etement C 4 B galoisien de groupe G , de sor te  que S = ( C  KF)/G, 

avec C e l l ip t ique .  

(AU l i e u  d ' u t i l i s e r  l e  thkorbme d i f f i c i l e  de structure de l 'espace de 

Teichmiiller, on peut considsrer l 'espace $ des.modules des vari6tbs ab6- 
n,g 

liennes principalement polaris&es, 2 cohomologie (mod n) Pigidifi6e; son 

revstement univei-sel e s t  l 'espace de Siege1 X , qui e s t  un domaine born6 
$ 

pratiquement par construction; I1 faut 'a lors  u t i l i s e r  l e  the^or8me de Torelli.) 

Pas 3 : S i  p a des f ibres  multiples (donc g = I ) ,  il existe un revctement - -  
J 

ramifis C *B t e l  sue s i  S d&gne l a  normalisbe de S a g C  , 12 fibra-  

t i on  4 C  dkduite de p s o i t  t r i v i a l e .  - 
Soi t  B'' une .oourbe l i s s e  sur S , t e l l e  que p(3 ')  = B ; notons S f  

l a  norm6liske de- S xg B'. . Alors S! es t  l i s s e ;  on montre que pour un 

choix convenable de5B',  l a  projection St + S  e s t  &ale. La f ibra t ion  

p 1  : S' -+B3 dkduite de p posssae une section :e l le  n 'a  donc pas de f i -  

bres multiples, autrement d i t  p '  e s t  l i s s e .  Quit te h passer h un revzte- 

ment Btale C de B' , on a alors come pr6ckaement un morphisme 

f : C 3 Tn,, (n a3) . O r  T e s t  une courbe affine (c ' e s t  un revstenent 
n, 1 

ramifis de C ; v ia  l ' invar iant  j) , donc f e s t - t r i i r i a l  e t  l a  f ibret ion 

sur C d6duite de p' e s t  t r i v i a l e .  On pe-at supposer l e  revctement 

C 3 B galoisien de 'groupe G , dd so r t e  que S = (C K F )/G , avec Y 



La. pi-oposition $st donc dgmontrge. 

Corol laire  12 

a t  5 une surface minimale non r6plke avec pg = 0 , q 31 . 
( i )  I1 exis te .un  e&r n a  0 t e l  que Pn # 0 ; , ' 

( i i )  s = (E*F)/G , & E e_t F sont  e l l i p t i q u e s ,  L a  n ~ e  o ; 
I 

( i i i )  a S n'e'st pas du type pr6cddent, &S Pm ne sont  mas boxnss. 

D6monstration : I1 r g s u l t e  de l a  proposi t ion q u ' i l  e x i s t e  un rev^etement 

Btdle de degr6 ,n -rt : C x F 3 5 , avec g ( ~ )  , g ( ~ )  a 1. On a 

pg(c x F) = g ( ~ ) . g ( ~ ) ,  7 , donc i1 e x i s t e  un d iv i seur  e f f e c t i f  D F ' I K ~ ~ ~  ; 

COUUXL~' 7T e s t  d t a l e ,  on s a i t  que K zTX-% , de s o r t e  que : CxF . 

r4 D 6 17. f K S I  = / n . K S /  dl05 p n ( s ) > l  . 
Le msme argument montre que P (s) > p r ( c x F )  ', c e  qui montre que l e s  rn 
sont non born& dss que g ( ~ )  ou g ( ~ )  & 2. Enfin s i  C e t  F sont  ' e l l ip -  

t iques,  on a KC&= 0 ; donc si D E n% 1 , l e  d iv i seur  nf D e s t  

nul ,  c e  qui s i g n i f i e  que D = 0 , i . e .  n.KS 0 . 
Du t h e o r h e  de Castelnuovo, du lemme 10 e t  du c o r o l l a i r e  12 r g s u l t e  le : 

Th6orsme 13 [Enriques) 

Une surface S e s t  r6gl6e s i  e t  seulement s i  P = 0 pour t o u t  n>O . 
n 

Remarcue 14 -- 
U n e  Btude plus approfondie des surfaces du type ( C  XF) /G,  donne l a  

condition dgEnriques : S e s t  r6glge s i ' e t  seulement s i  PI2 = 0 . 
Les surfaces du type S , =  (E ~ F ) / G  , 06 E e t  F sont e l l i p t i q u e s  e t  

pg = 0 , sont appelses surfaces b i e l l i p t i q u e s  (ou p a r f o i s  hy-perelliptiques, 

mais c e t t e  terminologie prgte  2 confusion). On peut en donner une c l a s s i i i c a -  



$5.. Dimension de Kodaira 

Les r6sul ta ts  qui prbcsdent montrent l'importance des Pn dans l a  

c lass i f ica t ion  des surfaces. 11s Londuisent 2 poser l a  : 

Dkf in i t i on  15 

Soit S une surface; E r  n )/ 0 , notons- ynX l 'application rationnel- 

l e  de S dans un espace' pro jec t i f  (kventuellement vide) dgfinie aa r  l e  

systzme 1 n~ . L_a "dimension de Kodaire" & S , n&e K (s) (ou simplercent 

k ) e s t  l a  plus grande dimension des images des ynK pour n 2 0 .  

(On convient de poser dim(@)= -1). 

Explicitons l a  definit ion : 

- K (s) = -1 .(j Pn = 0 pour tout  n W S rbgl6e (par l e  th&or&ne 

dlEnriques). 

- k (s) = 0 9 Pn = 0 ou 1 , e t  il existe N t e l  que PN = 1. 

- (S) = 1 11 exis te  N t e l  que P m t  2 ; e t  pour tout  n , l'image 

de , (Pa e s t  au plus une courbe. 

- 1L (s) = 2 I1 exis te  N t e l  que l'image de YNX s o i t  une surface. 

Une dkfinit ion analogue peut s t r e  donnee pour l e s  courbes; on voi t  aussi- 
1 t s t q u e  K ( P ) = - 1  , K(C) = 0 si  e t  seulement s i  C e s t  e l l ip t ique ,  

e t  k (c)  = 1 sf  e t  seulment s i  =(c) 2. 

Exemole 16 

1/ S = Cr C" . . On vkr i f i e  immgdiatement que : 

- s i - .  C ou C '  = p l  , K(S) = -1 ; 

- s i  .C e t  C '  sont e l l ip t iques ,  K.(s) = 0 ;. 

- s i  C e s t  e l l ip t ique ,  e t  g(C1)> 2 , K(S)  = 1 ; 

- s i  g ( ~ )  e t  g ( c 1 ) > , 2 ,  K ( s )  = 2 .  



2/ ST = Vd = intersection complhe dans, lpr'2 de r hy-persqr- l,..w,P 
faces de degr6s dl , . . . , dr . 
Un calcul f ac i l e  montre que KS z (x di - r - 3 ) ~  , 03 H e s t  une 

section m e r p l a n e  de S . I1 en rdsul te  que : 

K ( 5 ) = - 1  p u r  s =  V2 , V3 ' v2,2 

K(S) = O  ( e t  e n f a i t  K S z O )  pour S = V 4 ,  %,3 V2,2,2 

K(s) = 2 pour l e s  autres. 

3/ ,Toute surface t e l l e  que n. K s 0 pour un ent ier  n , en par t icul ier  

toute surf ace b ie l l ip t ique  (remarque 14) ou abdlienne, a dimension 

de Koaaira z6ro. 

56. Surfaces avec ic = o . 
Ce sont l e s  surfaces avec Pn = 0 ou 1 pour tout  n , e t  

Pn = 1 pour au moins un . 
Lemme 17 

2 
Dhonstrat ion : a/ On a 2 > , 0  par l e  lemme 8 ; supposons K > 0.. On a 

par Riemann-Roch : 

h O ( n ~ )  + h O ( ( l - n ) ~ )  -+ s quand n 3 co . 
Pour n& 2 , le syst&ne \ ( 1 - n ) ~ )  \ ne peut contenir un diviseur E , 



sans quoi .on au ra i t  (E.K) >/ 0 - (~emmg-616) e t  done K~ S 0 ; on trouve 

donc que Pn 7 0 quand n + 8 , ce qui contredit  k = 0 . 

b/ Comme K' = 0 , 1s formulb de Noether s16c r i t  : 
. . 

c/ Soient D t 1 nK\ , E c ; posons 'm = mld, n = nl&. Comme Prim = 1, - 
mn a on a m'D = n'E E \ -2 K I , &'oh D = n '  A , E = m' A pour un diviseur 

e f fec t i f  4 . Posons E = A -dK dans P ~ C ( S )  ; on a m'E = n'L. = 0 , 
d'os E = 0 puisque (ml,n') = 1 ; donc ' A 6 1d1( 1 e t  Pa = 1 . 

Soit  S une surface minimale avec K = 0. . Une des 4 pos&bil i t&s 

suivantes e s t  r 6 d i s 6 e  : 

1/  pg = 0 , q = 0 . , ,hlors .- 2K r 0 . On d i t  que S edt une "surface 

dqEnriques" . 
2/ pg = 0 , q = 1 : s e s t  une surface b i e l l i p t i que  (remarque 14)  

3/ Q = 1 , q = 0 . K s 0 . On d i t  que S e s t  une "surface a". 
--. 

4/ pg = 1 , q t 2 . S esC une surfece abblienne. 

D6monstration :, 1/ Si pg = 0 , q = 0 , on a P2& l par  l e  t h 6 o r h e  de 

Castelnuovo, d'oh par Riemann-Roch : 

hO (-2K) +. hO ( 3 ~ )  9 1 . 
Comme p = 0 , on doi t  avoir  Pg = 0 p a r - l e  lemme 17. cf , donc 

B 
hO( -2~)  p 1 ; par s u i t e  2K 3 0 . 

2/ Les surfaces minimales avec p.  = 0 , q d  1 ont bt6' 
t3 



class i f i6es  (S4); il r 6 s d t e  du c o r o n a i r e  12 que ce l l e s  

qui vgr i f ien t  = 0 sont l e s  s u r f d e s  b ie l l ip t iques .  

- Supposons maintenant p = 1 . Par l e  lemme 17 b/ , on 
g 

a q = O ,  1 ou 2 .  

3/ S i  q = 0 , Riemann-Roch donne hO(-K) + h0(2K) t 2 , 
d;oii ~O(-K)  = 1 e t  K o . 

3'/ S i  q = 1 , il exis te  un diviseur E t e l  que E P 0 

mais 2E 5 0 . Appliquons-hi Riernann-Roch : 

~ O ( E ) + ~ O ( K - F . ) ~ I  dl03 h O ( r c - s ) t i .  

Soit  D C I K - £ 1 ,  Koa I K 1  ; pu i sque  P 2 = 1  , o n a  

2D = 2Ko e t  donc D = KO , ce qui contredit  C $ 0  . 
I1 existe donc pas de surface minimale avec & =  0 , 

% = I y  q = l =  

4/ I1 res t e  dhont rer .  qu'une surface vgr i f ian t  k = 0 ,. 
pg = 1 , q = 2 e s t  une surface ab6lienne. C'est l ' ob j e t  

de $a proposition 20. 

Soient S une surface, 3 une courbe l i s s e ,  p : S 4 B  un morphisme - 
su r j ec t i f  3 f ibres  connexes, ' C, ,...', Cr l e s  composantes irr6ductibles d i m e  - 
fibre F~ Q g , D = ni Ci (ni6 Z)  . 

2 
A& D G 0 , & D2 = 0 s i  e t  seulement si D = .r.F ( r  EQ). b 

Dbonstrat ion : Posons Fb = mi Ci. , m. 7 0 . On a : 

Eliminons l e s  c2 en u t i l i s a n t . l e  f a i t  que ( F ~ . c ~ )  = 0 : i 



n. n. 
Come U ci e s t  connexe, on n t a  QgalitE que d i  2 = -2 pour touk i .,jl m. m 

dl03 le lanme. 1 j 

Proposit ion 20 

S d t  S une surface minimale avec X= 0 , pg = 1, q = 2 . Aloys 

S e s t  une surface ab6lienne. 

Ddmonstration : Notons A = A l b ( ~ )  e t  d : .S + A Le morphisme d'Albanese. 
. . 

On distinguera quatre cas, suivant pue & ( s )  es t  une courbe ,ou une surface, 

e t  KS e s t  t r i v i a l  ou non. 

K $ 0  ' L 
Notons K 

come K~ = o e t  
2 

0 = L C i  = n. Ci + 
2 donc ou bien C, = 

le diviseur e f f ec t i f  de f$ ( . Eci-ivons K = ni Ci ; 

K.C. 3 0 pour tout  i , on a K.Ci = 0 ; par su i t e  : = i . ( C . . C . )  
j#i J 1 J 

-2 e t  Ci e s t  rat ionnelle l i s s e  (car K.Ci = 0) , ou 

bien C: = O  , Ci.Cj s.0 pour tout  j # i , 

On conclut que s i  l ' on  Qcr i t  K = 5 D, , 03 l e s  D~ sont des aiviseurs 

e f f ec t i f s  1 supports connexes e t  d is jo in ts ,  on a' 2 Dq = 0 pcmr tout  4 

e t  : 

- ou bien D, e s t  une courbe i r reauct ib le  de genre 1 ( i .e .  une courbe 

e l l i p t ique  l i s s e  ou une courbe. rat ionnelle avec un point double) 

- ou bien Dd e s t  r6union 'de courbes rat ionnelles l i s se s .  

1 a/ K $ 0 e t  d (S) e s t  une courbe. 
------ 


