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SuRFACES ALGEBRIQUES COMPLEXES

ARNAUD BEAUVILLE

INTRODUCTION

e

Cet exposé comprend deux parties. La premifre est un survol assez rapide
de la classification d'Enriques des surfaces algébriques. On s'est inspiré,
bien entendu, de la littérature classigue sur le sujet, et en particulier du
séminaire Chafareviteh [Ch.2]. On a essayé d'&tre aussi &lémentaire que possi-
ble, en supposant toutefois connue la cohomologie des faisceaux cohérents.

On renvoie & [Be)] pour une exposition plus détaillée ainsi que pour .des exem-—
ples.

La seconde partie comprend des indications sur la démonstration par
Chafarevitch et Piatechki-Chapiro du théordme de Torelli pour les surfaces

K 3 ([Ch.P]).



PREMIERE PARTIE

§1. Notations et rappels.

Nous dirons simplement surface au lieu de surface projective et lisse
sur C.

Soit S une surface, D, D' deux diviseurs sur S . On note :

-DED' si D et.D' sont linfairement &quivalents (i.e. D-D' est le

diviseur d'une fonction rationnelle sur S).

C%(D) le faisceau inversible associé & D .

H (S, GS(D)) » Oou simplement El(D) s'il n'y a pas de confusion possible,

les espaces de cohomologie dufaisceau 5S(Q} .

- hi(D) = dimw Hi(D)

_{6g(0) = 1°(0) - ® () + 5¥(0)
- o\ = espace projectif des diviseurs effectifs linéairement &quivalents
& D.
= espace projectif associé & E°(D) .
(si 1°(D) =2, on dit que \D} est un Eiﬁceau).

- KS ou K = diviseur canonique = un diviseur tel que GS(K) = ﬂg .

Pic(8) = groupe des diviseurs modulo dquivalence lindaire

n

groupe des classes d'isomorphisme de faisceaux inversibles



En vertu de théorémes généraux,.on & :
Pic(s) = u'(s, 0% = Hks,hes*)
ol hOS désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur S , considérée
comme variété analytique. Cette dernidre interprétation permet de considé-
rer la suite exacté :
0= Z —> hesi’-‘ﬂ———a hog-—-ao

d'old 1l'on déduit la suite exacte importante :

0 —>H'(s,2) —> H'(s, 0g) —> Pic(s) —>12(8,2) — Ho(S, 6g)  (a)

Posons : Pic®(s) = H’(S, GS)/H1(SzZ)

NS(S) = Ker(Hz(S,Z) ->H2(S, es))
Le groupe Pic(S) apparait comme une extension :
0 — Pic®(8) — Pic(s) —> NS(S) — 0

de deux groupes de nature différente:

- le groupe Pic®(8) est un groupe divisible; la théorie de Hodge montre
que Hj(s,z) est un réseau dans H1(S, BS) , autrement dit Pico(s) a
une structure naturelle de tore complexe - et méme, en fait, de varidté
abélienne.

- le groupe NS(S)e= HZ(S,Z) est un groupe de type fini.

Le cup-produit sur H2(S,2) induit sur NS(S) une forme bilinéaire
symétrique & valeﬁrs dans Z , le produit d'intersection; si D et D'
sont deux diviseurs, on note (D'D') le produit de leurs classes dans NSs(s).
On obtient ainsi une forme bilindaire symétrique sur le groupe des diviseurs
qui joue un rdle fondemental dens la théorie des surfaces. Si C, C'

sont deux courbes irréductibles distinctes, on & :

(C.C') = nombre de points d'intersection de C et C' , comptés avec

leur multiplicité.
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Rappelons quelques théorémes fondsmentaux :.

Théoréme de Riemann-Roch -: )(OS(D)) = X(Os) +1/2 (0% - D.X)
ez i 2-i .
Dualité de Serre : h (kK-D) = n° ~(D) , 0sic2 .

On utilisera trés souvent Riemann-Roch sous la forme suivente, qui
utilise la dualité de Serre : h°(D) + h°(k-D) > % ( &) + 1/2 (0° - D.X)

Formule du genre : Soit C wune courbe irréductible sur S .

one: dimH'(C,6,) =1+ 1/2(c% + C.K)

Ce nombre est le genre de C , noté g(C) . Si C est singulidre, son
genre est strictement plus grand que celui de sa normalisée; en particulier,

on e g(C) =0 siet seulement si C‘é’!?1 .

Invariants numérigues

On pose :

a(S) = dim ' (s, Gé) = aim E°(S, Q;) (par théorie de Hodge)

pg(S) = dim (s, ) = dim K°(5, &3) = ain B°(K) (per dualité de Serre)
Pn(S) = aim E°(nK) pour n=21.

On noters simplement q, Py Pn s'il n'y a pas de confusion possible.

Tous ces inveriants sont des invariants birationnels. On a :

1(°S)=1—q+pg

On pose b, = dimc E*(X,€) ; per dualité de Poincaré, on a

bh=bo=1 et b, =Db

3 4 « De plus, il résulte de la théorie de Hodge

que b1 = 2q .

On pose Ytop'S) = S(-1? b =2-2b, + b,
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Ces invariants sont reliés par *la :

Formule de M. Noether : 124 (0.) = K2+ '} (s)
X 5 top

Nous utiliserons la vari&té d'Albanese d'une surface S ; rappelons iei

les propriétés qui nous. intéressent :

Rappel : vé riété d'Albanese,

Tl existe une variété abflienne Alb(S) ,-de dimension q , et un

morphisme o : S —3 A1b(S) +tels que :

-8i aq21 , o« (S) n'est pas réduit 3 un voint;

- 8i «(S) est une courbe B , cette’courbe est lisse de genre aq _et-

la fibration p : S ~—> B =& ses fibres connexes.

On dira que p est la fibration d'Albanese de S .

Nous utiliserons également le théoréme classique suivant :

"Théoréme de Bertini" : Soient S une surface, C une courbe, gq : S ~—C

un morphisme surjectif. Il existe une courbe lisse B gt un disgremme

commutatif:

tel que le morphisme p : S—3 B gait ses fibres connexes.

Notons que la fibre géndrique du morphisme p est slors lisse et
irréductible, puisque la fibre générique d'un morphisme de variétés lisses

sur € est toujours lisse (théordme de Sard) .

Enfin la remarque suivente est triviale mais extrémement utile :
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Remargue utile :

Soient C une courbe irréductible sur S , telle que 025 0, D un

diviseur effectif. Alors (D.C)>0 .

Démonstration : on Berit D = D' + nC, ol D' ne contient pas C ,
et n20 ; alors (D.C) = (D'.C) + n(c®) >0 .

§2. Applications birationnelles.

~

On peut classifier: les surfaces & isomorphisme prds, ou, plus grossidre-—
ment,d isomorphisme birationrel prés. Le problime ne se pose pas pour les
courbes, puisque toute application biratidmnelle d'une courbe lisse dans une
autre est partout définie. Pour les surfaces, on va voir que toute spplication
birationnelle s'obtient & partir de transformations "€lémentaires”, les &écla-

tements.

: A
Reppel : Soit S wune surface, peéS . Il existe une surface S 2t un mor-

phisme birationnel £ : §—>s s Tels que :

~ £ restreint & P (S-p) est un isomorphisme sur S-p ;

- 5-1(1!) ='E  est une courbe isomorphe 3 P’ , qui s'identifie naturellement

3 1'ensemble des directions tengentes 8 S en D .

On dit que £ est l'6clatement de S en p , et E la droite excep-

tionnelle de l'éclgfement. On a :

Pic(§8) £ Pie(s) @ z[E]

Ns(8) 2 1§s(s) ® z (E] (v)
La forme 4'intersection sur § &tant donnge par les formules :

(¢*D . &*D') = (D.D*) D,D' diviseurs sur S
(¢*D.E) =0
B = -1
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De plus on a :
K@ =g* KS + E

Soit C une courbe irréductible sur S , passant par p avec multipli-

A
cité m . On définit le transformé strict C de C comme 1'adhérence

dens § de 2-1(d~p) . On vérifie immédiatement que :

gtc=0_+nE
d'ol 1'on aéauit : 6 2= ¢% - n° et
A A
Ck=cxXx+n (c)

Nous admettons sans démonstration les théorimes suivants (ef. par

exemple {Ch.1] ) :

Théordme d'élimination des indéterminations.

Soient S une surface, V une variété algébrigque, ¥ : S~->V

-~
une application rationnelle. Il existe un morphisme 4 : § —3 S5 , composé

d'une suite finie d'éclatements, et un morphisme I : § >V tel gue

le diagramme :

soit commutatif.

Théordme de structure des morphismes birationnels.

Tout morphisme birationnel (d'une surface dans une autre) est composé

d'une suite finie d'éclatements.

Corollaire

Soit W: S —=-=->S' une application birstionnelle. Il existe une

surface S et un disgramme commutatif :
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g
v\
s ¢

S— —m=To - 55

—

ol ih » W, -sont des composés ‘d'un nombre fini d'éclatements.

Soit f : S =3 S' un morphisme birationnel. Le nombre n d'éclatements
dont il est composé est déterminé par la formule NS(S) 2 NS(S')® Z° % en
particulier, tout morphisme birationnel de S dans elle-méme est un isomor-

phisme.

Pour toute surface S, notons B(S): 1l'ensemble des classes d'isomorphis-
me de surfaces birationnellement isomorphées & S . Si 8y » Saé B(S) , on dit
que S1 domine 82 8'il existe un morphisme birationnel (i.e. un composé

d'éclatements) de S1 dens S, . D'aprds ce gui précide, on introduit ainsi

2
une relation d'ordre sur B(S) . On dit gqu'une surface S est minimale si
elle est minimale dans B(S) , c'est-3-dire si:.tout morphisme dbirationnel

de. S dans une surface S' est un isomorphisme.

Propésition

Toute surface domine une surface minimale.

Démonstration : Soit S une surface. Si. S n'est pas minimsle, il existe un
morphisme birationnel S — 84 qui n'est pas un isomorphisme. Si 8, n'est

pas minimale,il existe de méme S — 82 , et ainsi de suite; comme :
rg NS(S) > rg ANS(S1) > Xg NS(Se) S e (formule (b) p. ¢ )

on arrive nécessairement 3 une surface minimele dominée par S .

Disons gqu'une courbe E& S5 est exceptionnelle s'il existe un éclate—
ment £ : S —> 8' (S!' surface lisse) tel que E soit la droite exception-
nelle de ¢ 3 il résulte du théordme de structure des morphismes biration-

nels qu'une surface est minimale si et seulement si elle ne contient pas de
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courbe exceptionnelle.

. . - ; .
Les courbes exceptionnelles sont caractérisées par le théordme suivant

que nous admettrons :

Critére de contraction de Castelnuovo

Une courbe E est exceptionnelle si et seulement si E:.'P1 et E2 = -1

L'ensemble B(S) sera en principe connu d8s que l'on connailtra ses é1é-
ments minimaux - tous les autres €tant obtenus & partir de ceux-12 par des
éclatements. Deux cas peuvent se présenter : il y a un seul mod&le minimal,

ou il y en a plusieurs.

Définition 1 : Une surface S est réglée si elle est birationnellement iso-

morphe & CxP1 , 00 C est une courbe lisse. Si de plus C =!P1 , on dit

gue S est rationnelle.

Théordéme des modéles minimaux

Soient S, S' deux surfaces minimales, (: S —2 S' une application
birationnelle. Si S n'est pas réglée, Y est un isomorphisme.

En particulier, B(S) a un seul &lément minimal, et tout automorphisme

birationnel de S est un sutomorphisme.

La dfmonstration utilise le lemme fondamental de la théorie des surfaces:

Lemme-cl€ (Enriques-Castelnuovo)

Soient Sune surface minimale non réglée, C une courbe irréductible.

Alors : K.C >0 .
Ce lemme sera démontré plus tard ( §8) .

Démonstration du théordme : Par le théordme d'élimination des indétermina~
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tions, il existe un diegramme commutatif :

/\

S-—-..-

ol 4= f_n- cee® &y, estun composé de n éclatements et f wun morphisme
birationnel.

Parmi tous les diagrammes possibles, choisissons—en un tel que n soit
minimals il s"agit de montrer que n =0 . Soit E la droite exceptionnelle
de 1l'éclatement £1 . Si £(E) #était réduit & un point, le morphisme ¥
se factoriserait en £' o°g, et l'on contredirait la minimalité de n .
Donc f£(E) est une courbe C . Comme f -est un composé d'éclatements, il

'

résulte de la formule (c) p.7 que :.
(C.Kg:) & (B.K) = -
S
d'ol une contradiction avec le lemme-clé.

La classification des surfaces se divise donc en deux branches :
d'un cdté les surfaces réglées, qu'on peut considérer comme connues du point
de vue birationnel, mais dont on cherchera les modé€les minimaux; de 1l'autre
les surfaces non réglées, pour lesquelles la clessification "biréguliZre"

revient essentiellement au méme ghe la classification birationnelle : il

suffire de classer les surfaces minimales.

§3. Surfaces réglées et _rationnelles

Définition 2

Soit C une courbe lisse. Une surface gométriguement réglée de

base C est. une surface S , munie d'un morphisme lisse, p ;: S — C _dont




oy . s !
_les fibres sont isomorphes. & P .

1 n'est pas &vident a priori qu'une surface gfométriquement réglée

est réglée (Déf.1); cela résulte du :

Théoréme 3 (Noether-Enriques)

Soient S wune surface, p un morphisme de S sur une courbe lisse C.

. . .- -1 ey s -
On suppose qu'il existe x€C _tel que la fibre p (x) soit isomorphe a.ll’1 .

Alors il existe un ouvert U de 'C , de la forme U =C REEIIREE xn’S

(xi # X) et _un isomorphisme de p‘T(U) sur UxP' , commutant avec les pro-—

jections sur U .

Pas 1 : pg(S) 0

Notons F = pﬂ (x) .Ona Fo=0 et F.X=-2 (formule du genre),
donc si De |K| on doit avoir D.F = -2 mais aussi D.F> 0 par la

remarque utile (p. ¢ ) ,et par suite |X] =g .

Pas 2 : il existe un diviseur H sur S tel gque (H.F) = 1,

Comme pg(S) =0 , la fl8che Pic(S) — HQ(S,Z) e;t surjective ((2)p.3).

I1 suffit donc de montrer qu'il existe une classe h ¢ H (5,2) telle que

h.f‘ =1, en notant £ la classe de F dans HE(S,Z) . Pour & wvariable
dans HQ(S,Z’) » llensemble des entiers (a.f) est un idéal dé Z , de la
forme d.% (d»1). L'application & > 1/d (a.f) est une forme lindaire
sur HQ(S,Z); par dualité de Poincard, il existe un &lément. f£'c H?(_S,Z)

tel que :

(a.f') = 1/4 (a.f) pour tout ac Ha(s,z)

et done f = d.f' modulo torsion dans Hz(,S,Z) .

Mais comme f2 =0, ,f.[i{}= -2 et que i"2+ £'{X] est pair, on voit qu'on a
4 =

nécessairement 1, d'ol le résultat.
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Pes 3
Considérons la suite exacte :
0= O (H+ (r-1) F) — O g(BrF) — © (1) —0 (rea)
On en déduit la suite exacte longue de cohomologie :

a
H°(s, o 4 (H+rF)) = 8%, 6p(1)) — n'(s, &4 (E+(r-1)F))
b

= H1(S€ O (B+rF)) = 0

La suite des espaces gquotients H1(S, OS(H+rF) doit €tre stationnaire
pour r assez grend; donc il existe un r tel que br soit bijectif et par
suite &, surjectif. Choisissons un sous-espace vectoriel V de
HO(S, @S(H+rF)) , de dimension 2 , tel que ar(V) = HO(F, BF(1)) ; notons P
le pinceau correspondant. Il peut avoir des composantes fixes, mais elles

doivent €tre contenues dans certaines fibres Fx seees F de p dis-
1
tinctes de F (puisque P n'a pas de points fixes sur F) . De méme les

points fixes de la partie mobile de P sont conteniis dans des fibres

seres F distinctes de F . Enfin notons F yeeoy F les
x X, x X
k+1 1 1+1 t i}
fibres de p: qui ne sont pas irréductibles. Posons U = C ~{x1 see xm} s
et notons P'’ la restriction de P 3 p-1(U) . Le pinceau P' est sans
points fixes; toute courbe Ct de P' est réunion d'une section de p et
éventuellement -de certaines fibres; mais en fait Ct ne contient pas de fi-
bres, sans quoi on aurait Cy N Cin #¢ pour t.# t' . Donc le pinceau P'

est forné de sections (Ct) ; de la fibration p . Comme il est sans

‘ tep _ -
points fixes, il définit un morphisme g : p 1(U) - P1 , de fibre g 1(t)=Ct;
on en d4duit un morphisme h = (p,g) de p—1(U) sur Ux P1 . Comme

D ((x,%)) = Fa ©

L h est un isomorphisme, d'ol le théoréme.

Remargue 4

Lorsque p est lisse, S est donc un fibré en droites projectives au-
dessus de C , localement trivial (pour la topologie de Zariski). L'ensemble
des classes d'isomorphisme de tels fibrés s'identifie 2 1'ensemble

Hl(C,PGL(Z, ec)) . Or on déduit de la suite exacte :



19

1— 6 — oL(2, &) — PGL(2, 6,) — 1

la suite exacte de cohomologie :
Pic(C) —> H'(C,cL(2, o)) — i'(c,poL(2, 6)) — ¥ (c, 9‘5)

Or HZ(C, 92) = 0 , par exemple parce que C est une courbe; donc tout fibré
en droites projectives sur C est le fibré projectif IPC(E) associé & un
fibré vectoriel E de rang 2 sur C . Les fibrés CE‘C(E) et E’C(E') sont
isomorphes si et seulement si il existe un fibré inversible L sur C tel

que E' 2 EgL .

La classification des surfaces géométriquement réglées sur C est donc
<

ramenée & celle des fib:és vectoriels de rang 2 sur C . Celle-ci est loin

d'étre triviale, mais peut &tre cohsidérée comme bien comprise - cf. [R] .

Lemme 5

Soient S une surface, C une courbe lisse, p : S—>C un morphisme

dont la fibre générique est isomorphe & P’ . Si une fibre de p n'est pas

irréductible, elle contient une droite exceptionnelle.

Démonstration : Soit F une fibre réductible, F = 3 n, C:.L . On a C? <0

. 2 S -
i - - - 3 - .

pour tout i (cgr ni Ci Ci (F el nJ CJ)< 0), donc par la formule

du genre K.Ci>/ -1, 1'4galité.n'ayant lieu que si Ci est une courbe excep—

tionnelle. Par suite si F ne contenait pas de courbes exceptionnelles, on

trouverait X.F 20 , ce qui contredirait K.F = -2°,

Théoréme 6

Soit C une courbe lisse non rationnelle. Les mod&les minimaux de

C,MP1 sont les surfaces gfométriquement réglées de base C .’

Démonstration : Il est clair qu'une surface géométriguement réglée ne contient

pas de droites exceptionnelles, car celles—ci devraient s'envoyer surjective-—
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ment sur C , ce qui est impossible. Soient “S une surface minimsle, f une
application birationnelle de S sur Cx[}?1 , D la projection de Cx P1.
sur C . Considérons l'application rationnelle pef : S -.—5C ; par le théo-

réme d'élimination des indéterminations il existe un disgramme commutatif :

7
Y

S~ - =l 5C

Im

ol les’ f_i sont des éclatements, et @, un morphisme. Notons E_ la droite
exceptionnelle de 1l'éclatement fn . Comme C n'est pas rationnelle,

qn(En) est réduit & un point, de sorte gue 4, .se factorise en oy aEn .

En continuant le procédé, on voit finalement que pf- est un morphisme, de

fibre générigue isomorphe & e’ .

Diaprds le lemme 5, les fibres de pf sont irréductibles, donc ration-
nelles lisses (puisqu'elles vérifient ¥ =0 , F.K=-2, d'od g(F) =0) :

par suite S est une surface géométriquement réglée de base C .

Nous nous contenterons d'énoncer sans démonstration le  résultat analogue
pour les surfaces rationnelles. On sait que tout fibré vectoriel sur P est
somme de fibrés inversibles; il en résulte que les surfaces géométriguement

réglées de base IP‘1 sont les surfaces :

F, =P . (6 ,® 0 .(n). pour n 20
n (P1 PT (P‘

Théoréme

. . s 2
Les surfaces rationnelles minimales sont £ et les surfaces Fn pour

n#1.
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Remargue T

Il est facile de celculer les invariants numériques des surfaces réglées :

si. S est birationnellement &quivalente 3 Cxl‘P1 , on trouve :
- PI;(S) = 0. pour tout n
- a(s) = g(C) .

Si de plus S est minimale # 92 ,ona:

Kes = 8(1-q) 'bg(S) =2

tandis que K22 =9 et bQ(P’a) =1.
i

Nous allons voir qu'inversement l'annulation des Pn caractérise les surfaces

réglées.

§4. Caractérisation des surfaces rationnelles et réglées.

Rappelons que nous démontrerons plus loin (§8) le :

Lemme-clé : Soit S _une surface minimele non reglée, D un diviseur effec-
tif sur S . Alors D.K2 O .

Lemme 8

Soit S une surface minimale_avec K2< 0 . Alors S est réglée.

Démonstration : Soit H une section hyperplane de S . Si (H.K)<O , on
applique le lemme-clé; de méme si (H.K) = O , en prenant D = nH+K qui. est
effectif pour n assez grand. On peut donc supposer (H.K)>0 .

Posons r =§—'—I-<- . On a:
o —K2

2
(H+r° K)2 = H2 + {H.K)7 >0 et (H+r°K).K = 0 , de sorte que si r
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est un rationnel > g et suffisament voisin de r s ona:

(H+rK)2_> 0 (H+rK).K < O (H+rK).H > 0
Posons D_ = m(H+rK), pour tout m tel que mr € Z . Par Riemann-Roch,
on a : ho(Dm) +.h°(K-Dm) —> » quand m—3 .

Corme (K.—Dm).H devient négatif pour m grand , on voit que pour m
grand le systéme \Dm'\ est non vide; comme Dm,.K<O , on conclut encore

par le lemme-clé.

Théoréme 9 (Castelnuovo)

Soit S wune surface avec q = P2 =0 . Alors S est rationnelle.

Démonstration : On peut supposer S minimale. Si <K2< 0 , on applique le
lemme 8 . Si K2_>,0 , le théoréme de Riemann-Roch (compte tenu de P, = 0)
donne : hO(—K); 1+ K2,>,1 donc si H est une section hyperplane, on a

(K.H) < 0 , d'ol le résultat par le lemme-clé.
Notre but est maintenant de caractériser les surfaces réglées par 1l'an-
nulation des plurigenres Pn .81 g=0, 1l'anmlation de P2 suffit;

8i g»1 , celle de p8 n'est pas loin de suffire :

Lemme 10

]

Soit S - une surface minimale avec P

2

0, q@21.0naalors
K°<'0 (et donc S est réglée) sauf si q =1

;Ba=2, K2='O.

Démonstration : la formule de Noether (p. 5 ) stéerit ici :

. 2
10 - 8q =K + b,

Il -suffit donc de vérifier qu'on ne peut avoir q =1, b2 =t . On consi~
d3re pour cela la fibration d'Albanese p : S—+B , ol B (= A1b(S)) est une
courbe elliptique; il est clair qu'une section hyperplane de 8 et une fi-

bre générique de p sont linfairement indépendantes’ dans NS(S) , de sorte
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que b2 2 2.

Proposition 11

Soit S une surface minimale non réglée avec pg =0, g=1,

Alors S = (CxF)/g, ol C et F _sont des courbes lisses de genre 21, G
un_groupe fini d'automorphismes de C , opérant sans points fixes sur C xF

(de maniére compatible avec la projection sur C) , C/G est elliptique,
et C ou F est elliptique.

1

, I
Démonstration (rapide): On considére la fibration d'Albanese ‘p : S = B,
ol B = AIb(S) est une courbe elliptique. On désigne par F’b la fibre
p’1(b) pour beB , et par F une fidbre générique de p . On pose

(Fy, ) 7

= F,

g g 3

Pas 1 : 8i g»2, p est lisse; si g =1, les fibres de p sont soit

lisses, soit de la forme nE , od E est une courbe elliptique lisse.

En premier lieu le fait que b2 = 2 entraine que les fibres sont irré-

quctibles., On utilise ensuite la formule topoiogique suivante :

Yoon(®) = Yeop® * Teopa )t & (Xygp(m) = Fopmg ) (@)

Lorsqu'une fibre générique F‘1 se spécialise en une fibre singulidre
(irréductidble) F‘b » un certain nombre de 1-cycles sur F " (les "cycles
évanescents") disparaissent dans l'homologie de Fb 3 autrement dit, on a

bl(Fb) < b1(F’J) , et donc '}top(l“b)> ltop(FV ) . Or par hypothSse
)Ltop(s) = }top(B) =0 ; la formule (d) montre done qu'il ne peut y avoir

de fibres singuliéres. Enfin si Fb = nC , on *rouve :

(B) = Ny () = 27 (00) = (€.K) = 1 (R.K) = HFy .K) =%

Y =
top b Xtop

donc ltop b Xtop(Fy)) sauf si Nf‘top b 7(top(Fv] )=0.

Pas 2 : Si p est lisse, il existe un revEétement €tale C —> B tel que la

fibration image réciproque =5 xBC — C soit triviale (i.e. §zc x‘Fy’ ).
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La fibration p d&finit une femille de courbes de genre g sur 3B .
Quitte & passer & un revétement étale C de B , on peut "rigidifier" la
cohomologie (mod n) de cés courbes, c'est-3-dire rendre constant le systdme
localement constant des H1(Fb' Z/n2) et en choisir une base symplectique.
Si n3»3, on sait” ([G]) qu'il existe une famille de courbes de genre g
P : Un,g -—>Tn’g , & cohomologie (mod n) rigidifide, qui est universelle;
'c'est—i—dire qu'il existe un morphisme f : C—> Tn,g telle que la fibra-
tion S —» C se déduise de P par image réciprogue. Or le revétement univer-—
sel de C est € et celui de 'I‘n’g est 1l'espace de Teichmiiller T qui est
un domaine born& , donc le morphisme f est trivial (i.e. f(C) est un point),
ce. qui dAmplique que la fibration S — ¢ est triviale. On peut supposer
le reveétement C — B galoisien de groupe G , de sorte que S = (C xF)/G,
avec C elliptigue.

(Au lieu d'utiliser le thBordme difficile de structure de 1'espace de
Teichmilller, on peut considérer 1'espace ’R'n,g des.modules des variétés abé-
liennes principslement polarisées, & cohomologie (mod n) rigidifiéde; son
revétement universel est l'espace de Siegel Hg , qui est un domaine borné

pratiquement par construction. Il faut alors utiliser le théoréme de Torelli.)

Pas 3 : 8i p a des fibres multiples (done g = 1), il existe un revétement

~
ramifié C —>B tel que si S d&signe la normalisée de S *5C 5 la fibra-

tion § —>C déduite de p soit triviale.

Soit B' une .courbe lisse sur S , telle que p(B') = B ; notons S'

la normalisée de S *g B' , Alors S' est lisse; on montre due pour un

choix convenable de'B', la projection S'-—>85 est &tale. La fibration
p' : S' —> B' déduite de p posséde une section :elle n'a donc pas de fi-
bres multiples; autrement dit p' est lisse. Quitte & passer & un revete-
ment étale C de B' , on a alors comme précédemment un morphisme
f:¢— Tn,T(n >3) . Or Tn,1 est une courbe affine (c'est un revétement
ramifié de C , via l'invariant j) , donc f est-trivial et la fibration
sur C déduite de p' est triviale. On peut supposer le revétement

C —> B galoisien de groupe G , de sorte que S = (CxF“ /G, avec
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Fy elliptique.
La proposition est donc démontrée.

Corollaire 12

Soit S une surface minimale non réglée avec Py =0, q=1.

(i) Il existe un entier n»0 tel que Pn #0 3

(ii) si s = (ETF)/G ,ol E et F sont elliptiques, on a nK = O ;

(iii) 81 S n'est pas du type précédent, les Pm ne sont pas bornés.

Démonstration : Il résulte de la proposition qu'il existe un revétement

étale de degré n w: CxF— 9, aveec g(C) ,g(F) > 1. On a

CnF‘ 3

pg(CxF) = g{C).g(F)s 1 , donc il existe un diviseur effectif DelK
comme T est étale, on sait que KC . Er(*'}{s , de sorte que :
< F
* _ ~
x, De |7, o w Kg] =|nkg] aod P (S)>1 .

Le méme argument montre que Prn(s)>, Pr(c xF)*, ce qui montre que les Pn
sont non bornés d8s que g(C) ou g(F) > 2. Enfin si C et F sont ellip-

tigues, on a K =0 ; donc s1 D& (nKSl , le diviseur W'D est

CxF
nul, ce qui signifie que D =0 , i.e. n.KS =0 .

Du théoréme de Castelnuovo, du lemme 10 et du corollaire 12 résulte le :
Théoréme 13 (Enriques)

Une surface § est réglée si et seulement si P =0 pour tout n?>0 .

Remargue 1h

Une étude plus epprofondie des surfaces du type (CxF)/G. donne la
condition d'Enriques : S est réglée si'et seulement si J?12 =0 .

Les surfaces du type S = (ExF)/G , o E et F sont elliptiques et
p_ =0 , sont appelées surfaces bielliptiques (ou parfois hyperelliptiques,

g
mais cette terminologie préte 3 confusion). On peut en donner une classifica-
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tion compléte.

§5. Dimension de Kodeira

Les résultats qui précé&dent montrent 1'importance des PIl dans la

1
classification des surfaces. Ils conduisent & poser la :

Définition 15

Soit S wune surface; pour n 0 , notons an 1'application rationnel-

le de S dans un espace projectif (éventuellement vide) définie par le

systime |nK| . La "dimension de Kodaira" de S , notée K (S)(ou simplement

Ik ) est la plus grande dimension des images des anK pour ny0 .

(On_convient de poser dim(@)= -1).

Explicitons la définition :

- kK (8) = -1 Pn = 0 pour tout n & S réglée (par le théorime
d'Enriques).

- K(S)=O{.‘——->Pn=0 ou 1, et il existe N tel que PN=1.

- K(S) = 14> Il existe N tel que Py»2 ; et pour tout n , 1'imege

de QnK est au plus une courbe.

-~ Kk(S) =2 4> 1I1 existe N tel que l'image de C?NK soit une surface.

Une définition analogue peut &tre donnée pour les courbes; on voit aussi-
t0t que K ((91) = -1, ’(C) = 0 si et seulement si C est elliptique,
et k(C) =1 si et seulement si g(C) > 2.

Exemple 16

1/ 8 =CxC' . On vérifie immédiatement que :
-si C ou C' =P, K(s) =-1;
- si ‘C et C' sont elliptiques, Kk(S) =0 ;.
- si C est elliptique, et g(C')32 , k(8) =13
-si g{c) et glc')>2, K(s)=2.
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2

3 : -~ +
2/ =V = intersection compléte dans/ pT de r hypersur-

Apseensd,

faces de degrés Ay seees dr .

Un calcul facile montre que Kg = (% 4 - r- 3)E, ol H est une
section hyperplane de S . Il en résulte que :

K(s) =-1 pour § = Vo s V3 Yy
K(s)

0 (et en fait Ky = 0) pour S = v, s V2,3 s V2,2’2

K(S) =2 pour les autres.

3/ Toute surface telle que n-K = O pour un entier n , en particulier
toute surface bielliptique (remarque 14) ou abélienne, a dimension

de Kodaira zéro.

§6. Surfaces avec k =0 .

Ce sont les surfaces avec Pn =0 ou 1 pour tout n , et

Pn =1 pour au moins un n .

Lemme 17

Soit S minimale avec K=o,

a/ On__s K2>/0
b/ ona X(Og)> 0

e/ 8i Po=P =1,¢t d = (n,m), on a Pg=1.

- . 2
Démonstration :+ a/ On a K2>/O par le lemme 8 ; supposons K> O, On a
par Riemann-Roch :

1°(nKk) + n°((1-n)K) =3 e quand n % o .

Pour ny2 , le systéme |(1-n)k)| ne peut contenir un diviseur E ,

»
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sans quoi on aurait (E.K)2>0 (Lemmé-clé) et done K2 £ 0 ; on trouve
7

donc que Pn e quand n-oeo , ce qui contredit K =0 .

b/ Comme K% =0 , la formule de Noether s'écrit :
12 )(-(es) = xtop(s) =2 - Lg + b,

soit : 8y(@g) = -2 -l4p, +b,> -6 (puisque p,41)
d'oll le résultat.

c/ Soient Delnkl , Ee |mK) ; posons m =m'd, n = n'd. Comme an =1,

en a m'D=n'E € 111;2_ Kl , @0l D=n'4 , E=n'a pourundivise%r
effectif B . Posons & = A -dK dans Pic(S) ; ona m'€ =n'€. =0,

7

d'odl £=0 puisque (m',n') =1 ; done 4 € ‘dKi et Py=1.

Théordme 18

Soit S wune surface minimale avec X = 0.. Une des 4 possibilités

suivantes est réalisée :

1/ p,=0, @=0 .Alors 2K=0.On dit que S est une "surface

g
d'Enriques”.
2/ Py =0, q=1 : S estune surface bielliptique (remarque 1k)
3/ Py = 1, q@=0 .MAors K=0 . On dit que S est une "surface K3".
L/ g = 1, q@=2 . Alors S est une surface abdlienne.

Démonstration : 1/ 8i Pg =0, q=0,o0ona P >1 par le théoréme de

Castelnuovo, d'ol par Riema.nnERoch :
n°(-2k) +n°(3K)>1 .

Comme pg =0 , on doit avoir P3 =0 par-le lemme 17. ¢/ , donmc
h°(-2K) » 1 ; par suite 2K = O .

2/ Les surfaces minimales avec p‘g =0, q21 ont été’
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classifides (§l4); il résulte du corollaire 12 que celles
qui vérifient K = 0 sont les surfades bielliptigques.
— Supposons maintenant pg =1 . Par le lemme 17 b/ , on

a ¢g=0, 1 ou 2.

3/ Si q = 0 , Riemann-Roch donne n°(-x) + n°(2K)> 2 ,
dtod h%(-K) =1 et K=0,

3'/8i q=1, il existe un diviseur &£ tel que £ #0
mais 2§ = 0 . Appliquons-lui Riemann-Roch :
(&) +2%(k-€) 21 a'od n(k-2)21 .
Soit D€ [K~-£ ], K € [K] ; puisque P,=1,o0na
2D = QKO et donc D = go , ce qui contredit' e £o.
Il existe donc pas de surface minimale avec K= 0 ,

p =1, a=1.

4/ I1 reste & démontrer. qu'une surface vérifient k=0 ,
p =1, q=2 est une surface abélienne. C'est l'objet

de la proposition 20.

Lemme 19

Soient S une surface, B _une courbe lisse, p : S —>B un morphisme

surjectif & fibres connexes, C1 seees Cr les composantes irr&ductibles d'une

£i e F = .
fibre F de p, D 2. n; C, (nié Z)

Alors Des 0, et D% = 0 si et seulement si D = r.F, (req).

Démonstration : Posons F, =5 m. C,, m > O . Ona:
e e b i7i i
p?=n2c¢?+2 & non.lc..cC.)
11 1 1< 1J 1 g
Eliminons les C? en utilisant.le fait que (Fb'ci) =0 :

m,
0= e, &~ L.c,) +2 2 n.(c..c.)
[ R S P m icg 717§ LT
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m, m,
2 2 -
= X (c..c) (-n2 A-n2 E
oy (Cl C,]) (= nf = nj ey 2 n; nj)
n. n.
=- 2o (c..Cc)mm (- -d)2¢0
1€y LT3 TL Ty ‘m, m.
z J
. n. n,
Comme UCi est connexe, on n'a égalité que si ;]'- = ;‘l pour tous 1i,J
d'ol le lemme. 1 J
Proposition 20
Soit S une surface minimale avec =0, p =1, q=2 . Alors

S est une surface abélienne.

Démonstration : Notons A = A1b(S) et « : S —3 A le morphisme d'Albanese.
On distinguera quatre cas, suivant que “o((S) est une courbe ou une surface,

et KS est trivial ou non.

1/ K, #0
Notons K 1le diviseur effectif de lel . Ecerivons K = z n, Ci B
comme K2 =0 et K.C’ia 0 pour tout i s ona K.C, =03 par suite :
0=X.C, =n, ¢+ Zx n.(C..C,)
1 Jd 1 3

i 71 J#i
donec ou bien C?L = -2 et Ci est rationnelle lisse (car K'Ci =0) , ou
bien Ci =0, Ci.Cj =0 pour tout j#1i.

On conclut gue si l'on &crit K4= 5: D, ol les D_ sont des diviseurs
effectifs & supports connexes et disjoints, on a’ Do< = 0 pour tout «
et :

- ou bien D, est une courbe irrédductible de genre 1 (i.e. une courte

elliptique lisse ou une courbe rationnelle avec un point double)

- ou bien D, est réunion de courbes rationnelles lisses.

1a/ K#0 et «(S) est une courbe.
R e N e U U



