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PROBLEMI SPECIALI DI MAGNETOFLUIDODINAMICA

C. Agostinelli

SULL'EQUILIBRIO ADIABATICO MAGNETODINAMICO
DI MASSE FLUIDE GASSOSE ELETTRICAMENTE CONDUTTRICI
UNIFORMEMENTE ROTANTI E GRAVITANTI,

1, INTRODUZIONE, In questa lezione ci occuperemo dell'equilibrio adia-
batico di una massa gassosa di grande conducibilitd elettrica, tale da poter
la ritenere infinita, uniformemente rotante intorno ad un suo asse baricen-
trale, soggetta alla mutua attrazione newtoniana delle particelle, fluide, e
nell'ipotesi che per effetto delle correnti di conduzione si generi in essa un
campo magnetico,

L a questione ha ovviamente interesse per lo studio dell equi-
librio delle masse gassose stellari ad elevatissima temperatura, e quindi
di alta conduttivitd elettrica, rotanti e gravitanti, Ma la sua considerazio-
ne pud essere utile non solo in problemi di astrofisica ma anche in tutte quel-
le applicazioni in cui si ha da trattare con masse fluide rotanti, elettrica-
mente conduttrici, sotto 1'azione di campi magnetici,

Nelle ipotesi ammesse vedremo come il campo e gli elementi
del moto devono essere necessariamente simmetrici rispetto all'asse di ro-
tazione e che la questione si riduce all'integrazione di due equazioni diffe-
renziali alle derivate parziali in cui sono incognite quella che si pud chia-
mare la funzione del campo e la densitd del fluido,

Nel caso particolare in cui & nulla la componente trasversa del
campo magnetico, da quelle equazioni si pud eliminare la funzione del cam-
po riducendo la questione alla risoluzione di un'equazione alle derivate par-
ziali del 4° ordine in cui & incognita la sola densita.

Supponendo infine che si tratti di un plasma soggetto a intensi

campi magnetici, in cui le forze di mutua attrazione newtoniana sono tra-
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C. Agostinelli

scurabili in confronto delle azioni elettromagnetiche, la questione si riduce
. . : . . . /] . : f
all'integrazione di un'equazione differenziale del 2~ ordine in cui & ancora

incognita la sola densita .

2. EQUAZIONI DEL MOTO E DEL CAMPO.

Cid premesso, ricordiamo che le equazioni del moto di una
massa gassosa elettricamente conduttrice, in cui si generi un campo ma-
gnetico, nell'ipotesi che la viscositd sia trascurabile, in forma euleriana

sono

(1) ‘o +rotV/\ V+—gradV)- II\B gradp+PgradU
of

(2) —9—+d1v(fV)

la seconda delle quali & 1'equazione di continuitd, e dove ¥ & il vettore
velocitd delle particelle fluide, P la densitd, p la pressione, U il
potenziale delle forze newtoniane di mutua attrazione, .I’ la corrente di
tonduzione e B il vettore induzione magnetica. Se supponiamo che il gas

si evolva adiabaticamente avremo inoltre,

Y
(3) p=2Cp
con C costante e Y pure costante, uguale al rapporto tra il calore
specifico a pressione costante e quello a volume costante.
Alle precedenti equazioni vanno associate quelle maxwelliane
del campo che nell'ipotesi di conducibilitd elettrica infinita, nella metrolo

gia gaussiana razionalizzata si scrivono
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(4) rot B = 1

-
(5) —gTBwurot('ﬁA?) = 0
(6) div B = 0

Trattandosi di una massa fluida uniformemente rotante con velocitd angola
> : : s

re costante w, intorno ad un asse baricentrale Oz, in equilibrio rela-

tivo magnetico dinamico, gli elementi del moto e del campo saranno indipen

denti dal tempo, la velocita ¥ diuna particella fluida P sara data da

(7) V= uAP -0
e le equazioni (1) e (2) siridurranno alle seguenti
- 2 1 2 2
(8) gradp = rotBAB+—ngradr +f>gradU
2
-
9) gradkaA(P-O) = 0

e
dove si ¢ indicata con r la distanza di unpunto P dall'asse 1z, e k

¢ versore di quest'asse.
Con riferimento a coordinate cilindriche r, ¢ .z la (9)

equivale alla

3 R
(9" -éf— = 4.,
¢
Percid la densitd P , e quindi anche la pressione p, sa-
ranno funzioni di r, z soltanto,

Le equazioni (5) e (6) diventano ora

>

s
(10) rot BA V) = 0, (11) divB = 0
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dalle quali, se indichiamo con B, B‘P , Bz le componenti cilindriche:

del campo magnetico, si deduce che sard anche

aBr _ BB‘{’ - ng I

0, = 0, —
Y 9({) 9y
Queste relazioni mostrano che il campo & simmetrico rispetto all'asse z.

La (11) diventa allora

9B,
9 2z

(11) —i— -%—;(rnr) + = 0

e da questa segue che esisterd una funzione V (r,z) per cui sipud porre

r 2z ' z r 9r

Avremo percid

.. L 9V 19V -
(13) E - azgradr+r argradz+rH? gradq

= grad VA gradxp + rB? . grad(p

> 9H 1
(14) rotB =~ -W‘f- gradr - V2 A grad‘f + Y -—?—;(rHLp) gradz

dove per semplicitd si & posto

9 1 gv. . Pv 9%y
(15) VZV-r ar(T gr” PR

essendo VZ 1'operatore differenziale del 2° ordine associato al A 9

1i Laplace, nel caso della simmetria assiale,
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3. CONDIZIONI DI INTEGRABILITA' E RIDUZIONE DELLA
QUESTIONE,

Cid premesso, consideriamo le condizioni di integrabilitd del

la (8). Prendendo per questo il rotore di ambo i membri si ha
> 1 2 2
(16) rot (rot B A B) +—2 w gradf A gradr” +gradp A grad U = 0,
Da questa, essendo anche U = U (r,z), sideduce
> > -> -
(17)  rot (rot BA B)xgradr = 0, rot (rot B A B)xgradz = 0,

Indicando inoltre con E‘f =r grad(f) il versore secondo

cui cresce 1'anomalia LF , 8iha

2 0200 2 Q9 % JU Qp 9U _
(18) rot(rotB/\B)xa?+w r 92+ 37 3t Hr bz =0,

Ora, dalle (13) e (14) siricava

av Y2V . By 4
r L2 r 4dr

(19)  rot E A B -- [ (rB‘f )J gradr +

1| 9V 9@By) 3V O oy VoV 9By |gradz
+_r—[9r 9z 5z 9 grad(f‘ 2'7+B?#

e quindi le equazioni (17) diventano

¢ 0V O(rBy) __QV ;)(rBW7 -
0z J )

9z ar Nz
P {_1_ 9V Q(rBe ) 9V _Q(rB, ﬂ} o
9r ar 9z 2z 9r
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da cui segue l'integrale

1 39V 9(rBy) 3V 9(rB»)] -
(20) . ['ar ',)z‘! "7 Thr = cost.

Ma dalla (8), moltiplicando ambo i membri scalarmente per

e d . .
a 8i ottiene

|

> 2, 1 | 3V %(¢By) 9V 9(rBy)| .
rotBABxa?s?-[gr ’azw "9z 9r =0

percid la costante del secondo membro della (20) deve essere nulla e quindi

dV 9(rBy) _ _3V 3(rBy)
ar 9z dz 9r

(20")

Questa mostra che qu, sard funzione di V. Il modo pill semplice di

soddisfarla si ha ponendo

21 rB, = kV
(21) ¢
con k costante. Cosi facendo la (19) porge
- -» 1 2
rot BA B = '—T(VZ V+k V)gradV.
r

Sostituendo nella (8), dividendo quindi per f ¢ tenendo con-
to della (3), si oftiene
cy I 122 1 2
(22) grad |=—— P -—y r -U| +—5—(V, V+k V)gradV = 0
-1 2 r2 2
f
Rimane da considerare 1'equazione (18), che esplicitata tenen-

do conto della (21), dopo facili semplificazioni si riduca alla seguente
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1 ov %V ey 9V9V 2 v 2
(23) T 5 o " ar 5z )-—r-g—-g—z (Vo VHE" V) +

r

ar F U Qp AU
+w az+’az 3r Or Qz

= 0

Osserviamo ora che dalla (8), moltiplicando scalarmente per -ﬁ si de-

duce

KT S T S L)

cioe, perle (12)

2P U, 3V _gp 2 du, AV
‘Qz P@z)ar-‘gr-wrfp()r 9z

=0

Esistera quindi un fattore integrante } (r,z,), per cui

OV, 8. 2. ., QU AV
—??_rt_}(?r-wrf-!a?r’ Yz ‘o_a_)

Poiche per la (3) la pressione p & funzione della densita
P , prendendo A= h/p , con h costante arbitraria e tenendo conto
della stessa (3), siriconosce subito che le equazioni precedenti sono inte-

grabili e si ottiene, a meno di una costante inessenziale,

(24) v = h(—LF -——wz 2 . ),

Eliminando quindi dalla (23) il potenziale U, servendosi

della (24), siha

v,V \
v 9%V 9v 3 2V)_2 ’bV(V - V)+____f>_j_
r

(23‘)7(92 9r ~ 0r 9z dr 9z

-_QL.—@_Y. = 0
2z Br)
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Questa & identicamente soddisfatta prendendo

2, . 1 2
(25) V2V+kV--hr§>
e allora la (22) diventa
-1
Cr o/ 122 1
grad(,r_lf’ -y -U-hV)-O

che porge 1lintegrale
val
-Q—Y-P - -l-wzr2 - U-—IV = cost,
}/-1 2 h

Ma volendo eliminare il potenziale U delle forze di mutua
attrazione newtoniana prendiamo il laplaciano di ambo i membri, Tenendo
conto dell'equazione di Poisson AzU = -4n fJO , essendo f la costante

di attrazione universale,si ottiene

-1
(26) sz=h(-c_—71 Azfr saxp -2

f

La questione & cosi ridotta a determinare la funzione V del
campo magnetico e la densita p soddisfacenti alle equazioni differenziali
(25) e (26) e ad assegnate condizioni ai limiti, Dopo cid la (12) ela
(21) forniscono le componenti del campo magnetico e la (13) da la pres-

sione p. Ponendo

(27) 7=1+71 , p= v

le equazioni (25) e (26) sipossono scrivere anche

(25") A2V+k2V=--—ﬁ-r2 v’

—
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(26" A2V=h[C(\) +1) Au+énfu’ -2w2J

2

e sipud dimostrare che ci si pud ridurre alla determinazione della sola
incognita u.
Nel caso particolare in cui si pone k = 0, e quindi, per la

(21), B_ = 0, la (25') diventa

¥
1 2 v
(28) A2 V=-rru
e tenendo conto dell'identitd
3 .
A, (A, V-7,7)- = (V,V) =0

ci si riduce all'equazione differenziale alle derivate parziali del 4° ordine
2, .2 2 2 B2
(29) A2 A, ut(n”+p ryu’ ———-(r Yy =0

in cui & incognita la sola funzione u, e nella quale si & posto

2 4xf 2 1

et TeEy o P ey

Le equazioni ottenute, associate alle condizioni che al contor-
no sia nulla la densitd, sono utili per lo studio dell'equilibrio adiabatico di
una massa gassosa stellare in cui per l'alta conducibilitd elettrica si gene-
rano delle correnti di conduzione e quindi dei campi magnetici, Sotto que-
sto punto di vista esse sono state da me applicate al caso di una massa gas-
sosa sferoidale, uniformemente rotante e gravitante, nell'ipotesi di un cam
po magnetico sufficientemente debole e con la condizione che la densitd si

annulli in superficie.
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Se supponiamo invece che si tratti di un plasma soggetto a in-
tensi campi magnetici, in cui le forze di mutua attrazione sono trascurabi-
1i in confronto delle azioni elettromagnetiche, ponendo U = 0, l'equazio-
ne (23') risulta ancora soddisfatta mediante la posizione (25), che per le

(27) assume la forma (25'). Inoltre la (24) si riduce alla

(31) V=h[C(v +1)u-—;—w2r2J
Sostituendo nella (25') siha
2.2
2 2.2y w k 2
+ S ——
(32) V2u+ku P ru 2C(y+1)r

che & 1l'equazione differenziale alla quale deve soddisfare la funzione u =
= ? Y nel caso considerato.
Se pid semplicemente si pone k =0, ciod B? = 0, la (32)

diventa

2.2
+ =
(33) V2 u p rou 0
che si pud considerare una generalizzazione dell'equazione di Emden,
Determinata la u, la (31) fornisce senz'altro la funzione V
del campo, la quale, nel caso dell'equilibrio statico (w = 0), risulta pro-

porzionale alla u,

4, CASO IN CUI IL CAMPO MAGNETICO E' TUTTO TRASVERSALE,

Se supponiamo che il campo magnetico sia completamente tra-

sversale, tale ciod che
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abbiamo

>

B=rB(P grady rot B = grad (r Bcf YA gradgp

BABe--f grad(r B
rot B A =-—, gra (r ‘f’)

e per le equazioni (3), (8) otteniamo

v-1 B
cY 1 22 4 _
(34) grad(—Ar—_—if -U-—z—w r)+—;f—grad(rBY) = 0,

Da questa, prendendo il rotore di ambo i membri, si deduce
r B‘P
grad—rzp— A grad (r B‘f ) = 0
ciot
grad (rzf) } A grad (r B‘(’ ) =0

Questa mostra che r B ¢ funzione di r2§> . 1 caso pi

¥

semplice & quello in cui si assume
(35) rBy= A rl B, = Ar

(7] 0 f’ ] oTp
con ?\0 costante, In tal caso la relazione (34) diventa

(-1 2

C1 Su--L 2l 25 =

(36) grad(q_l P U-—wr'+ Agr p) =0

da cui si ha 1'integrale
- 2 2
Y 1 - - _1. 2 2 + =
(37) ;-:II r, U S W T ')\0 r f) cost.

Prendendo la divergenza di ambo i membri della (36), e consi

derando 1'equazione di Poisson, otteniamo
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2
(38) Az[C(V+1)u+ Aorzuv-—;wzrz]+6n:fuv=0

in cui & incognita la sola funzione wu, Quando questa funzione & determing
ta con assegnata condizione in superficie, abbiamo subito
(39) By A ru’

Se le forze non elettromagnetiche sono trascurabili o nulle

(U = 0), la (37) definisce senz'altro la densitd f , € siha quindi
B‘f = Aorf) .

MASSE FLUIDE IN ROTAZIONE NON UNIFORME

5, POSIZIONE DEL PROBLEMA E SIMMETRIA DEL CAMPO.

Poiche nel caso delle masse gassose stellari, come quella del
sole, 1'ipotesi della rotazione uniforme non rispecchia esattamente la realtd,
ma, come mostrano le osservazioni, essa varia sia colla latitudine e sia
con la distanza dall'asse, vogliamo ora indagare come nel caso della rotazio
ne non uniforme si modificano le equazioni dell'equilibrio relativo di una mas
sa gassosa nelle stesse condizioni considerate prima,

Supponendo che la velocitd angolare di rotazione non dipenda
dall'angolo di rotazione P . si riconosce anche in questo caso come la di«
stribuzione del campo magnetico, della densitd e della pressione & necessa-
riamente a simmetria assiale,

JInvero, la velocitd ¥ delle particelle fluide & ora della forma

(40) A wgrad
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dove la velocitd angolare W @ da considerare funzione delle coordinate
cilindriche r, z, Dalla. (40) segue allora divV = 0, e pertanto l'equa-
zione di continuitd, che si riduce alla div { P 3) = 0, porge
_—gL = 0
v

ciot la densita p .e quindi la pressione p, sono indipendenti dall'ano-

il

malia p .
Dall'equazione (10) si ha inoltre che esiste una funzione d’
tale che
-
(41) TAB: o wgrady A B e gradd

con d) necessariamente indipendente da §  (grad ¢ xgradkr = 0),

Dalla (41) siricava

(41") rwB, = gt , rwB, =. ?Z

da cui segue che le componenti B.., Bz del campo magnetico sono anche
indipendenti dall'anomalia ¢ .

Osserviamo che dalla (41) siha
->
grad § xB =0, gradd x7 =0

e quindi le linee di forza magnetica giacciono sulle superficie <b = cost,
e queste sono anche le superficie fluide,

Eliminando la funzione ¢ dalle (41") si ottiene

(42)

;ar (rwBr)+ 22 ('rsz) =0
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>
mentre dall'equazione divB = 0, siha

0 B
(43) %‘-(r B) + —-5-;(r B) + QT'{L =0

Moltiplicando ambo i membri della (43) per w, e sottraen-

do quindi dalla (42), si ha ancora

B
(44) rB 29, .5 'a“-w—a—‘f-=o
r 9r z 9z @(f
Ma w, B, B,, sono indipendenti da (_P , percid anche

la componente Bq, , che dovra essere una funzione uniforme, sard indipen

dente da 9.

6. RISOLUZIONE DEL PROBLEMA.

Le equazioni (43) e (44) siriducono ora alle seguenti

(431 —9@;(1‘ B) + —%;(r B) =0
(44") rBr—gL;i+rBz-%—;’=o

Dalla (43") si ha, anche qui, che dovra esistere una funzione

V (r,z) tale che

I A .19V
(45) Br_ “r 9z ° Bz‘ r 9r

e pertanto la (44') diventa

AV Bw _ 3V v _
Ir 9z 7z 9r
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la quale mostra che la velocitd angolare w sard funzione di V,
(46) w = w(V)
In base ai risultati ottenuti si ha

> 1 /aV 1 /dV
T g — +-._
B T2 grad r 5 gradz+r B gradcr

rot§=-V2Vgrad¢f + grad (r B‘-f ) A gradQ

> > WV 1 2
(47) rot BAB-=- 5— grad V - —— grad (r Bcp ) -
r 2r

1 | 9@Beg) AV O@By) )V
-= qu’ =k BZ" T grad

dove VZV ha 1'espressione (15),

Ora I'equazione del moto assume ancora la forma (8). Sosti-
tuendo in questa la (47), ed osservando che p ed U sono indipendenti
dall'anomalia ¢ , sideduce che deve essere

$(rBy) AV  O(rBy) 8V _
9r 9z oz Qr

0

equindi r B, , cosicome w, sard funzionedi V:

?
(48) rB = F (V)
Dividendo allora per f) ambo i membri della (8), e tenendo

conto della (3), si ottiene

2

X" 1
(49) grad (_Q_L froo-U=- - (V,V +—;— dF )grad V+r o grad r

Y- 1 rz? av
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Essendo w funzione di V sipué scrivere anche

-1 9 2

C1 f 1 22 1 1 dF 1 2dw

1 — - - —— 2 - _—— Y —p —
(49)grad(T_ T f’ U 5 @ r) TrP (V2V+ > v 5T dVJgradV

e questa & integrabile se la quantitd fra parentesi quadra & una funzione di

V, che indichiamo con dG/ dV, cioe

2 2
1 1 dF 1 2 dw dG
Gy MY FITT W T aw

In questo caso dalla (49') si ottiene 1'integrale
y-1
(51) —;_llf’ -U-—;-w2r2+G(V)=cost.

Se U & il potensiale delle forze di mutua attrazione newto-
1ana delle particelle fluide, applicando il A 9 di Laplace ad ambo i mem

ori della (51) e ricordando 1'equazione di Poisson, si ha

1
cy 7V 1 22
—L -— + +4rx =
52) A2 7'1f gU T HG(V)| Hamfp =0
Fissate epportunamente le funzioni w+tV), F (V), G (V), le
50) e (52) risulteranno due equazjoni differenziali alle derivate parziali
jel 2° ordine in cui sono incognite la funzione V del campo magnetico e

a densita §> .

Nel caso particolarmente importante incui w ed rH sisup

ongono funzioni lineari di V, e cosipurela G (V), ponendo

W= owy (1+ 0gV)

F=rBy =kV, G = pov
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con Wy, Gg k, ﬁo' costanti, la (50) ela (52) diventano

(53) V2V+k2V+r2§> [wi o(/or2 (1+ o V)- Fo] =0

-1

{
cY 1 2 2
(54) AZ [-'Y_--if "7 %

ro(1+ ocOV)2+ pov}+4mff = 0
le quali, per o =0, cioé per w = w, (rotazione uniforme) e scriven-
do - 1 al posto di (lo, si riducono alle equazioni (25) e (26) ottenu-

h
te precedentemente,

7. CASO IN CUI IL CAMPO MAGNETICO E' DIRETTO TRASVER-
SALMENTE,

Consideriamo ora il caso in cui il campo magnetico & diretto

trasversalmente rispetto all'asse di rotazione, sia cioé Br = Bz = 0,

e quindi
(55) B - rBy gradf .
Segue rotB = grad (rB? ) A grad@
e 1 2
rotB A B =- grad (rB, )
2r2 ¢

e 1'equazione del moto porge

-1

| cy 877 . 1 2.1 2 2
(586) grad (Y‘ 3 P U) 2r2 grad(rB(F )+ 5w gradr
dalla quale seguono le due equazioni scalari

- 2
A ocy J71 1 Q(rBg ) 2

57 e - = . l,p +
(57) ’ar('(-le U) 2r2§> 3t ro
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a cy 071 _ 1 BB 2

Per 1'integrabilitd di questa equazione deve essere verificata

la condizione

2 2
1§91 9By )2 9 1 . O(rBy) '
(58) 2{0r‘r2§,)‘ 2z -az(rz?) ar }+r9z_0

Nel casoin cui w & funzione di r soltanto, oppure costan
te, questa condizione richiede che r'B(r sia una funzione di r P
Per w non costante porremo

(59) rB? = F (rze )+ g(r)+h{r)

con F funzione per ora arbitraria di re, e g h funzioni pure ar

bitrarie della sola r, Sostituendo nella (58) siha

2 2. 2
(60) 1 ‘Mrfﬁ)[Fzgg_HFM&h“dLLr 20,
2(r29)2 9z dr dr dr

Se per semplicitd si pone

op Ji
6y du’p) - f F(;)—z ) Yelp - fF(g)iiq
0 0

la (60) sipud scrivere

1hfesdyam Lt 00,
z r

da cui si ricava

2 2
6 W X(r>-i[¢—dg—+z*}’—‘“;ﬂ1 -3 —dh—l
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essendo X (r) un'altra funzione arbitraria di r.

Sostituendo nelle (57) in luogo di rB? e di wz, rispetti-
vamente i valori espressi dalle (59) e (62), e ponendo ancora
2

63 Mup)s—m—+d . Ne'py =g + Y
r

£y

esse diventano

r-1 ’
%[%e -U+—;(Mg2+2Ngh)- J rX(r)dr}=0
©
-1
cy v 102
_g’; [711? - U+ (Mg +2Ngh)J = 0
dalle quali segue 1l'integrale
11 i
6 P U oNe) - j rX(r)dr = cost.
[+

Prendendo al solito i1l A 9 di Laplace di ambo i membri si
pud eliminare il potenziale U e ridursi a un'equazione in cui & incognita

la sola densita 9 ; ciog
T

v-1
(65) A2 YCiif +—;—(Mg2+2Ngh)- j r)((r)dr} +4mfp=0

0
Se in particolare poniamo
h = 0, F = rzf

si ha

(66)  rBy =rpgl, o :X@-rpeg
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e l'equazione (65) in @ diventa
r

y-1
Az [—?_—Yie +r2§7g2- L rX(r)dr]+4rtfP =0

che al solito 8i pud trasformare ponendo '{ =1 + l/y , € P = u\':
Se pid in particolare sipone g = k (costante), ci si riduce
al caso in cui la velocita angolare w & funzione soltantodi r, o addi-

rittura & costante, se anche X si pone eguale a costante,
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SULLA STABILITA' DEI MOTI

MAGNETOFLUIDODINAMICI STAZIONARI

1, Il problema della stabilitd in magnetofluidodinamica, che inizialmente
attird l'attenzione dei fisici nucleari in relazione alla questione del conteni
mento del plasma ad alta temperatura negli apparecchi termonucleari, suc-
cessivamente, per la sua importanza anche nelle applicazioni alla dinamica
cosmica e a quella stellare, & stato oggetto di numerose ricerche special-
mente da parte di Chandrasekharl) e dei suoi allievi, che hanno studiato la
stabilitd di vari casi di equilibrio, Pid recentemente, in una memoria scrit
ta in collaborazione da J.B. Bernstein, E,A, Friman, M.A, Kruskal, R,
M. Kulsrudz) ¢ stata effettuata una indagine molto estesa della stabilitd
statica di un plasma altamente conduttore e completamente ionizzato, appli
cando il principio di energia secondo 1'idea originaria di Lord RayleighS),

4)

principio che era gidstato utilizzato da Lundquist /.

Noi in questa lezione ci occuperemo dell'estensione di questo
principio al caso della stabilitd di un generico moto magnetofluidodinamico,
considerando un fluido barotropico di alta conduttivitd elettricg il quale si
muove in un campo limitato da una parete rigida perfettamente conduttrice,

Supposto di conoscere un moto permanente del fluido, soddi-
sfacente alle dovute condizioni in superficie, considereremo un moto pertur
bato, assumendo come incognita lo spostamento ‘g’ che riceve una parti-
cella fluida rispetto alla simultanea posizione che occuperebbe se il moto
non fosse perturbato, spostamento che deve soddisfare alla condizione di
essere tangente in superficie,

Considerando d'altra parte il movimento generale dal punto di

23



- 29 -
C. Agostinelli

vista lagrangiano, determineremo la densitd e la pressione in funzione delle
analoghe quantita che si hanno nel moto permanente e dello spostamento g ,
qualunque sia la grandezza di questo spostamento, Stabiliremo quindi un'equa
zione differenziale per il campo magnetico analoga all'equazione di Helmholtz
per i vortici, L'integrale di detta equazione, che & conforme all'equazione
di Cauchy dell'idrodinamica, fornisce 1l'intensitd del campo magnetico in fun
zione dei dati iniziali e quindi in funzione del corrispondente campo magneti-
co che si ha nel moto permanente e dello spostamento. 'g' .

Supponendo poi che detto spostamento -g’ sia infinitesimo e
tale da poter trascurare i termini di ordine superiore al primo rispetto ad
esso e sue derivate, dedurremo 1l'equazione differenziéle delle piccole oscil
lazioni e quindi un'equazione di secondo grad.o completa nella pulsazione .
Osservando che 1'esistenza di uno spostamento che rende immaginaria la fre
quenza di oscillazione, o la pulsazione, ddluogo ad instabilitd, stabiliremo
una diseguaglianza che consente di ricavare un limite di instabilitd per quel
le oscillazioni.

Quella diseguaglianza esprime una generalizzazione del princi
pio di energia che si ha nel caso statico, al quale si riduce quando il moto
permanente si annulla, Dimostreremo ancora che i valori estremi della pul
sazione 2 appartengono all'insieme degli autovalori di essa. Se percid
2 ammette un massimo o un minimo, ciascuno di questi valori pud servire
per stabilire un limite di instabilitd per le frequenze di oscillazione,

Considereremo infine il caso dei motirotatori uniformi intorno
ad un asse, che hanno particolare importanza nella dinamica stellare, nel

9)

quale caso, come si sa dovrd sussistere la simmetria asisiale.’, In questo

caso la relazione di instabilita potrd consentire di studiare nei vari casi
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1'influenza delle azioni centrifughe,

2, Con riferimento ad un fluido di alta conduttivitd elettrica, come un pla-
sma completamente ionizzato, costituito di elettroni e di ioni positivi, le
equazioni macroscopiche che ne reggono.il movimento, scritte nelle unita

gaussiane razionalizzate sono, come sappiamo

(1) f%hgradpﬁ/\ B- pgradd
(2) —g—:-+div(p3) = 0

(3) pf- = cost.

(4) B+7AB=0

(5) rot B = -99—%,

(6) rot B = 7

(1) divB = 0

dove ¢ rappresenta l'energia potenziale esterna riferita all'unitd di mas
sa,
Nel caso dei moti stazionari, indicando con P 1la particella

fluida, queste equazioni si riducono alle seguenti:

(8) f):g V=-gradp+rot§/\§- Pgradq)
(9) div((o'\'r) = 0
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(10) frp = cost,
(11) rot (¥ A B) = 0
(12) divB = 0

Supposta nota una soluzione di queste equazioni, con assegnate
condizioni ai limiti, corrispondenté a un dato moto magnetofluidodinamico
stazionario, consideriamo un moto perturbato nell'intorno di esso e contras
segnamo con un apicr gli elementi del campo e del moto in questo moto per-
turbato.

Essendo P0 la posizione della particella fluida all'istante ini
ziale, P quella all'istante t nel moto stazionario considerato, e P' la

simultanea posizione della stessa particella nel moto perturbato, poniamo

(13) Pl =P +§

-

dove § & uno spostamento, funzione di P e di t, che va ritenuto infi-

nitesimo,
_)
Si ricava allora per la velocita v' del punto P' il valore
dz di H
PO IS S +
(14) v v pm = v ap v 51

Osserviamo ora che se si considera il moto dal punto di vista

lagrangiano e quindi si suppone la posizione P funzione della posizione iai

ziale PO , e cosipure P' funzione di P0 , introducendo le omografie
vettoriali
P dp! dp!' dg
d
S m—— | B g, — 2 + —
(19) b Y Pl
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dpP!' dP - (3“

(16) AT “dP,

Essendo allora .[3 ot ! linvariante terzo dell'omografia o'
(o se si vuole 16 jacobianodelle coordinate x', y', z' di P' rispetto al-
le coordinate X, , y,, 2, di P,), dall'equazione lagrangiana di conti-

nuitd nel moto stazionario e nel moto perturbato, si ha
- - ]
P- CO/I3¢ 3 ?' - f0/13dr .
Ma Ig0¢' = 130(-13P, ne segue

N O N a

La pressione p' in virtl della (4) sard data da
. [ | ' 7
(18  pr=Cop" =CP [@p) =p/Ep)

dove C @ una costante.
-
In quanto all'intensitda =~ B' del campo magnetico, dalle equa-

zioni (3) e (5) siha

9B! * -
—_— ¢ 1 1 =
1 rot_, (B' A V') 0

Pl
cioeé, essendo divPlﬁ' = 0, siha ancora
-
9B Yoo g, B
77 + (leP' - dP' ﬁ dP' 0
Ma
. 1 dp'
1 =2 o e
d1vP,v 9, pm ,
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