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THﬁORIE DE LA DILENSION

I. Introduction. . Bspaves métriques.

Définition de 1'espace métrigue: Espace dont lequel une fonc-

tion non-négative de deux variables \x-ey{, nommée distance, est

le terme primitif, assujetti aux axiomes suivants:

(1) ﬂx-yl =0{ = (x=y), (i) |#=y| = V==,
(iii
(i11) \x—y\ + ly—zl > ]x—-z‘.

Exemples d'espaces métriques: l'espace euclidien & n dimen-
sions En; cube de Hilbert, c'est-a~dire 1l¥éspace H de suites

infinies x=(x1,x2,...), ox‘xf\ \g1 et ol

X
o] n
Ix— = Loy o
y\ LR nyn]'
Tous gous—ensemble d'un”espace métrique est métrique.

Notions fondamentales. Diamétre d'un ensemble A:

§(4) = sup 1:{—-:{'\ ol X,x' £ A.

Ensemble borné = ensemble dont le diamdtre est fini.

Limite d'une suite de points d'un espace métrigue:

(p =niir;10 p) = (iix; |22 | =0).

Espace compact = espace dans leguel toute suite infinie de
points contient une suite partielle convergente (exemples: 1'in-
tervalle 0 £+ £ 13 cube H de Hilbert).

Dspace_complet = espace dans lequel toute suite satisfaisant
4 la condition de Cauchy est convergente (sne suite p,lbg,.. satis
fait & la condition de Cauchy, lorsqu'i tout& > 0 correspond
un k tel que pour n S k ou a \pn-pk‘<f).

Boule (ouverte) de centre a et de rayon r: l'ensemble de
points dont la distance de z est inférieure & r, c'est-a-dire

E\x—a}< T,
x
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Fermeture de A = 1'engemble & Ge tous les points p de la
forme p = Jim p , ob p € A (ewtrement dit: ona pé€ L lorsque
toute boyle de centre p admet des points communs avec A).

Engemble fermé = ensemble A satisfaisant & la conditien
I = A, Bnsemble ouver} = compldmentaire d'un emsemble fermé
{= ensemble qui, ave¢ tout point, contient une boule ayant ce
point pour centre),

La gomme (1l'union) d'un nombre fimi 4'ensembles fermés est
un ensemble fermé, Te produit (1'intersection) d'un nombre fini
dtensembles ouverts egt un ensemble ouvert. De preduit d'un
nombre arbitraire d'ensemblés fermndés est férmé et la somme d'en-
sembles ouverts est un ensemble ouwert,

Intérieur et frontidre 4'un ensemble A situé dans ltespace

Xt
Int (4) = X-¥-E, Fr(a) = 2-X=4,
M @ (pyF) = inf \p-—‘x} ol x €F (pour ¥ =C ,on pese
e{@:F)*ﬂ-
Entourage: [A est un enhbeurage de ﬂg[ p € Int: (Aﬂ (ctest-
d~dire gu'il existe une boule de centre p contenue dan; A).
Ensemble dense: [A est dense dans l'espace gf {(K=X)].

Egpace ségarable: espace qui contient un seus-ensemble dense

dénombrable (exemplest espace euclidien En, cube de Hilbvert H,
tout ensemble fini, tout mousmensemble dlun espace métrique sé-
parable).

Tout espace métrique séparable contient une base, c'est~a-dire
une suite R1,Rz,... dtensembles ouverts tels qu'd ‘tout point
P et toutE > 0 correspond wn k tel que p & Rk et 4§ (Rk)<8.

Ensemble frontidre = ensemble dont le complémentaire est

dense,

Lusemble de premidre catdgoric = sous-ensemble d'un cnsem-

ble F1+F +...+l*;‘+... y OR Fn est frontiére et fermé,

2
p
8

Théoréme de Baire: dang un espace cemplet tout enscmble de
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premiére catégorie est un ensemble frontidre,

~

Transformation continue: f est continue lorsque

B ] = [im, $ ()= 4]

.z
Transformation homéomorphe: la transformation f est une
homéomorphie lorsqutelle est continue, biunivoque et la transfor-
mation inverse est continue:

Ui er]z [t (x)—-ﬁix)]

Yz

I3

Propriété topologigues propriété invariante relativement

aux transformations homéomorphes.

1)

Théordme d'Urysohn: tout espace métrique séparable est

homéomorphe & un sous—ensemble du cube H de Hilbert.

Espace fonctionnel YX: espnace de toutes les transformations

continues de 1l'espace X (supposé compact) on sous-ensembles de
l'espace\{, la distance dans 1l'espace YX étant définie per la
formule:
‘f—iA = gup tf(x)-g(x)( ol x € X.
51 Y est complet, 1l'est également.
ETETETE L

Bibliographie. Traités sur la théorie de la dimension:
1. W.Hurewicgz-H,Wallmann, Dimension Theory, Princeton 1948.
2., K.,lenger, Dimensionstheorie, Teubner,1928.
3. P, Urysohn, Fund.lath. 7-8 (1925-=26)},
4, J.Favard,Espace et dimension, Paris (ilichel) 1350.

1) Dans la suite tout espace sera supposé métrique sépgrable. La

théorie de la dimension des espaces non séparables est bien plus
compliquée., Voir, par exemple, A.Kafetov, Cechoslov, mat.Zurn.
2(77).
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5. K,Kuratowski, Topologie vol.I,§§20—23, et vol.II, §4o,
Warszawa, Monogr. Mat., 1952 (nouv.édition).
Voir aussi pour les propriétés de la dimension lides & la
topologie algébrique.
6., P.Alexandroff, Dimensiongtheorie, Math,Am. 106 (1932).

II, Définition de la dimension.Propriétés fondamentales.

Définition (inductive) de dim X (dimension de l'espace X)
et de dimpl (dimension de X au point p):

10 dim O % - 1,

2°: (dlme < n) = & tout f > 0 correspond un ensemble
ouvert G tel que
p €6, 6(6)<E ofainPr(e) £ n-1,

30 (dim X £ n) = dimp X £ n quel que soit p & X,

dime = o, s'il n'existe aucun n setisfaisant & 2°.

Historique., L'idée de cette définition, qui remonte &
H.Poincaré (1912), a été précisée par L.E.J.Brouwer en 1913, La
théorie de la dimension a été crée indépendamment par K.lMenger
et P, Urysohn (vers 1922).

Exemples. L'intervelle 0 £ % £ 1 a la dimension 1; de méme
la circonférence d'un cercle, Cr. en conclut que le plan E2 a la
dimension $2; et « par induction - que dim Ens n?>

L'espace des nombres irrationels est de dimension 0. Il en

est de méme de 1l'ensemble C de Cantor (c'est-i-dire de 1'ensem~—

ble des nombres de la for%e
b 2 tm

P oL+ +ees OU = .

3 9 Sm ou tm 0 pu 2

1) On y trouvera la majorité des notions et des théordmes consi-
dérés ici.
2) La démondration de 1'inégalité inverse: dim En; n est omise

ici, elle a été présentée Gans les conférences de M, Sperner,
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Remargue, La dimension est ume propriété topologiaque,

Théorémes.1. S1 A ¢ B, on a dim A £dim B et dimp AL dimpB
pour p & A. ’

2, (dimpE € n) = & tout £ - O correspond un ensemble ouvert

G tel que
€ G, cj(G) <¢ et dim {E-Fr((})] < n-1,

3. 81 szFk et dim Fk=n pour k=1,2,..., O & dim(F1+F Feuo )=N

4. Tout espace & n dimensions contvient une base R1,R;...
telle gque dim Fr(Rk) £ n-1.

En particulier, tout espacs de dimension O contient une base
formée d'ensembles fermés-guverts.

5. Si dim X=n, on a X=A+B ol dim Agn-1 et dim B=0,

6. Si dim Xsn, on a X:Ao+"“+An olt dim Aj=o pour j=0,...,0.

7. Si X=A+B ol dim A=n-1 et dim B-0, on a dim X £ n,

8. s8i X=h boooth, ol dim Aj=0 pour j=0,...,n, on a dimX € n.

9. Tout espace de dimension C est homéomorphe & un sous-ensem-

ble de 1l'ensemble € de Cantor.

III.Théorimes de réduction et de déecomposition.

Théordme de réduction. Etant donnée ume décomposition d'un

espace X de dimension n en une suite (finie ou infinie) d'ensem=
bles ouverts:

X=GO+G—1+... 3

il existe une décomposition en ensembles ouverts:
X=H +H, + ...
0 1
telle que

[
1 B, €O
20 H, ....H, =0 poub tout systéme de n+2 indices diffé-
1o Tn+1
rents.,
En particulier, si n=0, les ensenbles Hi sont disjoints et
fermés.

A ce dernier cas on peut remener la démonstration du théore-
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me de réduction, en aprliquant lc théoreme II,6.
En appliquant le théoreme de Borel-Lebesgue, on en déduit
le théoréme suilvent:

Théoréme de décomposition. X étant un espace compact de

dimension n, & tout £ 7 O corréspond une décomposition de cet
espace en un nombre fini d'ensembles ouverts:

X=H + .., +H
0 m

tels que tS(Hi) < £ et que la condition 2° soit satisfaite.

Le théoréme reste vrai en remplagant le terme "ouvert" par
"fermé",

Corgllaire. Atout systéme d'ensembles fermés FO,...,Fm
tel que X= F0+...+Fm et & tout £ > 0 correspond un systéme
d'ensembles fermés satisfaisant aux conditions 1° et 2° en rempla-
¢ant Gi par 1l'ensemble des points p tels gue g(p,Fi)<:€n

Exemple, La figure ci-dessous représente une interpréta-
tion du théordme de décomposition pour le carré (cas de décompo-

sition en ensembles fermés).

IV. Représentation paramétricue d'un espace compact

sur 1l'engsemble C de Cantor.

Une fonction f est dite dfordre < k, s'il n'existe aucun
systéme de k points différents %yoeenX, tel que f(x1)=...=f(xk).

Théortme., X étant un espuce compact et parfait (c'est-&-—
dire ne contenant aucun point izolé) de dimension n, il existe
une transformation f de i'ensemble C en X d'ordre £ n+l.

Plus encore: en désignant par 43 le sous-—ensenble de



