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APPUNTi SULLA TEQRIA DELLE SUPERFICIE CONTINUE
E QUESTIONI CONNESSE

( dalle lezioni d4i Lamberto Ceseri )

INDICE

I. Proprietd analitiche.
II. Proprietda geometriche,
III. Rappresentazione,

IV. L'integrale sopra una superficie.

o o e s i

I.1. Concetto di superficie § = (T,A). Che cosa & una superfi~-

cie? Nel vari campi dellas matematica si hanno diversi concetti di
superficie e cild in corrispondenza di diverse esigenze, scopi,
tecniche impiegate e terminologie. In Geometria Differenziale le

superficie sono definite parametricamente,

S wslr) gyl) maley), fv)EA,

mediante fwmzioni reals x(u,v), y(u,v) , z(u,v) delle variabilt
reali u,v, soddisfacenti & condizioni, in generale abbastanza forti,
di continuitd e differenziabilitd in un campo Ay In qualche recen-
te ricerca si tende a ridurre tali condizioni (A.D. Alexandrov).

In Geometria Algebrica le superficie sono definite mediante equaszig
ni algebriche e sono studiate nel corpo complesso. In Topologia
per superficie si intende talvolta una varietd a due dimensioni
chiuvsa o aperta (2-manifold), oppure 1l'immagine continua di una
fale varietd., In recenti ricerche per superficie si & inteso la
frontiera di un insieme aperto limitato e connesso nello spazio
ordinario E3(o in En) (4, Pederer in Analisi; B. Kaufmann, 5. Mazur-
kiewicz in Topologia estendendo in Enla teoria degli elementi fi-
nali di C. Carathéodory). Scbbene una teoria unitaria non sia mh-

cora raggiunta, la presente teoria studia le proprieti analitiche
5



-2 - L. Cesari

¢ geometriche deile supewfipie definite parsmetricamerte medignte
le (1) sotto la sola ipotesi della continuitd delle funzioni x,y,2
Pertanto mentre gli enti in distussione hanno lg generalith usuale
in Topologia, =i studiano di essi proprietd geometriche ed analiti-
che che si sono gid dimostrate adeguate in questioni 41 analisi
(tcoremi di Gauss o di Stokes) e di Caleolo delle variazioni (esten

sione alle superficie dei metodi diretti).

Diremo che una superficie continua in forma pgrameirica (bre-

vemente, una superficie) & una trasformezione caontinua

@ 8§ (TA) L e=plwy), h‘:}(‘;‘"v)tkz(‘f’*v)’ (wr)e 4,

di un insieme A ammissibile (vedi sotto) del piano euclidec reale
B, nello gpazio euclideo reale E3 (o in En)' Pertanto S=(T,A) &

definita da una terna di funzioni reali x(uw,v), y(u,v), z(u,v) ad
un valore, Se diciamo p=p(w) il vettore contiguo (x,y,z) funzio-

ne del punto w = {u,v) € 4, abbiamo la notazione pil semplice
8= (T,A) : p=p(w), wEA.

la clasese degli insiemi A € Ez, che diciamo ammigsibili, @
assai large € comprende : (a) ogni poligono semplice e chiuso ™ai
E,, ogni regione poligonale chiusa ™= Moo= (T, +.. I A M [ (S i
ﬁ?@Tﬁ =0, i¥ I, i,jn1,2,...%] s © altres) ogni figura , ciod la sou-
wa finita di regioni poligonali e disgiunte; (b) ogni regione d&i
Jordan chiusa e semplice , ogni regione di Jordan chiusa di con-
nessione finita J = X, -~ 51 Foost Yo 1o, [ J;Gb/:, K;, XS‘:‘O- y 1£3,y
i;j=1,2,...,n] , © altresl ogni somma finita di regioni di Jordan
chiuse e disgiunte; (c) ogni inesieme aperto A e altresl ogni insie-
me A aperto in un insieme come in {a) e in (b)i‘f}er le notazioni
impiegate si osservi che indichiamo con f, I*, I¢ rispettivamente
la chiusura, la frontiera e l'insieme dei punti interni d4i un in-

sieme I(I,19). Pertanto abbiamo identificato il concetto di
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superficie continua con quelle di traeformazione continua di un
insieme ammissibile, o di vettore continuec, e guindi due superfi-
cie 8=(T,A}: p=pi{w), wé&A, S'=(T',A'): §=p'(w), wl& A, si diran-
no ugueli solo se identiche (A=i', p(w)=p' (w) per ogni w& A=A%).
(Per vari concetti di equivalenza ira trasformazioni continue ve-
di I.3). In armonia con la definizione di superficie diremo diste:.-
za_euclidea, d4(85,8',C), in un insieme C€ AA' di due superficie

(o trasformazioni) S=(T,A): p=p(w), w& 4, 8'(T',A"):p=p'{w)},
w!'&A', il numers d=4(8§,S',C)=4(T,T',C)l= extr. Suplp(w)-p (w)l

per w € C, ove p=(x,y,2), p'=(x'4y'y2") & |p=p'l= [(-x") 2e(y-y)%
+ (g=z') ]

Diremo che una successione [A 1 di insiemi ammissibili invade
un insieme smmissibile A se 4 éA 1, A eA, ao ~>4° (ossia, con
notaziong pih significativa, A;IT A° i Sl noti che A;I’]‘A" non
implica che la frontiera A% ai A, anche se appartienc ad A, debba
¢ssere ricoperta da gqualche insieme An. Pinglmente se Sn=(Tn,An),
n=1,2,..+, & una data successione di superficie, diremo che essa
converge verso una superficie S=(',‘E,A} (A,An tuttl inciemi ammis-
8ibili) e scriverano (Tn,An) —> (P,4), o semplicemente T —l,
se [‘A‘nj invade A e se . d(Tn,T,A)w—éO quande n —¥ o ., In partico-
lare se AnsA per ogni n, sllora la convergenza Tn——) T =i riduce
alla ordinaria convergenza uniforme.

Denoteremo in seguito con SI I'} la distanza tra due insiemi
I,I' di E3 (o di B ) definita come¢ il confine inferiore delle mu-
tuc distanze tra i puntl di I e I', ciod ;I,I'} = extr,inf. 'E -p I
por tutti 1 punti pE€TI, p'€1I',

I.2.Sostemno (6] =1(A) di una superficic S=(T,A),

Lo cquazioni (2) fanno corrispondere ad ogni punto w=(u,v) del-
l'insieme =mmissibile 4 un ben determinato punto p=(x,y.z) di E?)
che diremo l'immegine p=T(a)=p(w) del punto wEA, ma potra acca-

dere che il medesimo punto p=(x,y,2) € E, sia 1'immagine di pil

3
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punti wg A, Le equazioni (2) fanno corrispondere psrtamto all'in-
sleme A un insieme [S] =T(a) di E3 che diremo l'insieme dei punti
cecupato dalla superficie 8, o il scstegno della superficie S.

Pud benissimo accadere che superficie diverse §,5!' abbiano il
medesimo sostegno. Consideriamc ad esempio le seguenti tre super-
ficie SO,S1,82 tutte definite come iumagini continue del gquadrato
unitario A=(0gw,v £1). Sia S, la superficie 5,=(T,,A):x=u,y=u,
z=0, (u,v) & A. In questo caso [?é] & il quadrato unitario
Q= [O\'tx,y,s 1] del piano (x,y) in E3 ed 8, ricopre Q una volta,

§ia 8, la superficie S1=(T,A): x=¢u-4u2, y=v, 2=0, {u,v) &4, avente

lo stesso sostegno [81] = Q. Quesita superficie ricopre Q due volte
come un velo sottile ripiegato su se gtesso, Finalmente sia C: x=
=f(t), y=g(t), 0 &t £1, una curva di Pemmo ricoprente Q. Allora

anche la superficie continua
8,=(T,,4): x=f(u), y=g(u), 2z=0, (u,v) g 4,

ha per sostegno Q. Si ha cioé[?o] = [?1] = [éé}: Q. Questo esempio
mostra che superficie di naturd diversissima.possono avere lo steg
a0 sostegno e pertanto concludiamo che 1'identita del sostegno

non permette alcun utile accostamento tra le superficie.

I.3.Equivalenze secondo Le%eg%ue,Fréchet, McShane ,Kerékidrtd.

Mentre la coincidenza dei sostegni non permette 4i associare
atilmente superficie diverse, esistono relazioni pih profonde che
conducono ad associare superficie che la nostra intuizione giudi-
ca talvolta come rappresentanti lo stesso ente. Tali relazioni
tra supcerficie sono dette ggquivalcenze e godono delle tipiche pro-
pricth simmetrica, riflessiva e transitiva. Esse permettono di
assoclare in classi le superficle equivelenti: in relazione alle
equivalenze di Lebesaue, TFréchet, Fréchet-MeShane, Kerékjértd, ecce..

i dird che una classe completa di trasformazioni equivalenti &

rispcttivamente una superfiecie di Lebesgue, di Fréclet, di Fréchet-

McShene, di Kérékjirtd,ccc.. .
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Ricordiamo che dati due ihsiemi A,B dei piami reali (u,v),
(o, ), diremo che Hi u=u(at,B), v=v(x , §), (x,R)EB, & wn
omcomorfigmo tra A e B se H(B)=4 e se H & una trasformazione
biunivoca ¢ ¢ontinua in entrambi i sensi. Due insiemi A e¢B si diran
noe omeomorfi se esiste un omeomdrfismo tra essi,

Siano ora S=(T,A): p=p(w), w € 4, 5'=(T7",B), g=q(w'}, w'g B,
duc trasformazioni continue degli insiemi ammissibili A,B in EB'
Diremo che 8 e 8' sono equivalenti secondg: Le’oesgyg s¢ A e B sono

omeomorfi e se esiste un omeomorfismo H: w'=H(w), w ¢ 4, W'€ B,
tra A & B tale che i punti corrispondenti in A e B hanno la stes~
gp immagine ciod T=T'H, ossia p(w):q[H(w)] per ogni w&A. La rela-
zione ¢ra definita tra T.e T' soddisfa evidentemente le proprietd
formali ricordate avanti e pertanto possizmo considergre le corri-

spondenti c¢lassi di trasformazioni equivalenti secondo Lebecsque.

Ognuna di tali classi complete si dird una superficie di Lebesdque.

Ad esempio le itrasformazioni

8= (TyA): x=1u, y=v, 2 = 0, (u,v)€ 4,
5§ = (ﬁ,A): X = U-an:V’ z = 0, (u,v)E 4,
=(T',4): x = 1~u, y*v, 5 = 0, (u,v)e€ A,

ove A = [0 s u,vsil gono equivalenti secondo Lebesgue.

Qualora consideriamo solo quegli omeomorfismi H che trasformanc
il senso positivo (antiorario) delle rotazioni di A nel senso
pogitivo delle rotazioni di B, allors avremo quella che si chaama

l'eguivalenga nel senso di Lebesque—McShane. " Ad esempio S,5 sono

equivalenti nel senso di Lebesgue—McShane, mentre S,5' non lo so-

10 \ng. 1). Tutto cid acquista interesse se 3i osserva con licShane

che l'integrale di superfibie

- J/ o) @( )” Eal

ha il valore 2 sulla superficie S,S mentre ha il valore zero sul-
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la superficie S°'.

La saguente definizione di equivalenza secondo Fréchet & alquanto
il generale di quella di Lebesgue. Diremo che due surerficis
§=(T7,4A), 8'=(T',B) sono equivalenti secondo Fréchet se & e B so-
no omeomorfi e se per ogni §£»0C, esiste un omeomorfismo H% tra
A eB tale che, se w e w' sono punti corrispondenti in A e in B,

w!' = H (w), allora le immagini T(w) e T'(w') sono ad una distan~
zg minore di § , clo? \P(w)-q[}-t(w)]\«c& .

I1 seguente eseuwpio illustra la definizione ora introdotta
(fig.2). Sia A un cerchio. Dividiamo A in due parti mediante il
dismetro parallelo all'asse v, separiamo i due semicerchi mediante
una traslazione parallela all'asse u e diciasmo B la nuova regione
di Jordan cosl ottenuta somma dei due semicerchi e del rettangolo
r che si & formato tra essi., Supposta date una superficie continua
qualsiasi S=(Tya): p=p(w), wlA, definjamo in B il vettore continuo
g{w), w € B, stabilendo chec esso coincida con p(w) nei due semi-
cerchi ed abbia, su ciascun segmento in r parallelo all'asse u lo

stesso valore che esso ha gid negli estremi. Sia 5'=(T7',B):
n=q(w), w & B, la nuova superficie sosl definita. Possiamoc dire

che il vettore q(w) 2 stazionario su ciascuno dei detti segmenti di
v, mentre pgssiamo supporre che p(w) non sia mai costante in A, E'
evidente che non vi & aleun omeomorfismo tre A e B avente la pro-
prietd che punti corrispondenti abbiano la stessa immagine, poi-
ch® ad oghuno dei segmenti s' di r #etti sopra corrisponde un arco
proprio s di A e mentre T' & costante su s', T & non costante su s,
Jungue § e 5! non sono equivalenti secondo Lebesgue., Esse sono
tuttavia equivalenti secondo Fréchet, Infatti & sufficiente con-
giderare, per ogni g0, una striscia, abbastanza sottile, a lati
paralleli all'asse v e far corrispondere mediante ovvie trasforma-
zioni clementari i due semicerchi di B ai due opposti segmenti circo

lari di A e il rettangolo r alla striscia centrale di A.

10
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Qualora nells definizione di equivalenzs secondo Iréchet si
coneiderino soltanto omeomorfismi H£ conservanti il senso positi-
vo delle rotaziong fra A e B, diremo che T e T' sonc equivalenti
nel senso di Fréchet-McShane,

Un'altre definizione di equivalenza, alquanto pit raffinata,

2 quella di Kerékjdrtd che permette di associare superficie in cui
le varie "parti" hanno orientamenti diversi. Ritorneremo su c¢id
pillt avanti,

L'equivalenza nel senso di Fréchet e Fréchet-lcShane si sono
dimostrate finora le pilt rispondenti alle esigenze della teoria.
Diremo che, ogni classe C di superficie equivalenti nel senso di
Fréchet-McShane, costituisce una superficie di Fréchet-licShanc S%
Di pil diremd che ofni elemento (trasformazione S=(T,A)) di tale
classe C & una rapprescentazione della superficie d4i Fréchet-lMcShane
5%,

Date due superficie 5=(T,A): p=p(w), w €4, S5'=(T',B): p=q(w'),
w' & B, definite come trasformazioni continue di insiemi omeomor-
fi A,B diremo distanza tra § ed S' nel sense di Fréchet (o di
Fréchet-licShane), il numero “S,S'“ = extr, inf d » 0 definito co=-
me il confine inferiore dei numeri d aventi la seguente propracti:
gsiste un omeomorfismo H tra A ¢ B tale che punti corrispondenti
in Hdi A e B hanno immagini ad una distanza < d. Nessun concetfo
di equivalenza o di distanza ha luogo se A € B non sono omeomorfi,

Si noti che la distanza secondo Fréchet {iS,S'|l & ben altra
cosa che la distanza 8§ g oSt tra i sostegni di S e S'. La
distanza f[S] ’ [é’]} & una vslutazione delle mutue distanze tra
tutte le possibili coppie di punti p 6[3], p’é [S'J; la distanza
"S,S'“ ¢ una valutazione (assai diverss) delle mutue distanze
tre le coppie di punti pé[S],_ p'é[S'] quandc si pensi che p e p!
descrivano ordinatamente le superficie S e 5' rispettivamente., Pos=
siamo dimostrare che 'S,S'H 7;{[8], [S']}. Infatti se a=“S,S'“,
b={[$], [é']} allora, per ogni £70, il numero d=a+t ha la pro-

11
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s¥ictd che esistc un omcomorfisme H tra A e B con lp(w) -
- P'[H(w)]‘ €4d per ogni w € A, Essendo b€ ip(w)--p‘ [H(w)}t por ognd
%, risulta b £ 4, ossia b L£a+§f per ogni g0 e quindi bga,

81 noti che se A & una regione di Jordan chiwa e scmplice ed
i punti della frontiera A' sono identificati {e percid T & costantc su
i*), allora A ¢ topologicamente equivalente ad una sfera ed S=(T,A) si
dird una superficie chiusa del tipo dellas sfera. Pertanto i concel
ti di egquivalenza e di distanzas sk porranno sole tra trasformazioni
di tale tipo. Analoghe convenzionl valgono per superficie di altri
tipi topolegici ottenuti, come d'uso, mediante identificazioni sul-
le varie parti del contorno di A.

I.4, Consideraszioni sull'area di una superficie.

liolte definizioni di area di una superficie sono state proposte

nell'ultimo secolo in corrispondenza a diversi punti di vista, Ho-
tiamo che se si vuole che 1'area di una superficie possa essere
considerata come un funzionale avente {nel classico calcolp delle
variazioni, come nella teoris topologica di Marston Morse) tmn uffi-
cio analogo a quello che K, Menger dice un funziomie di confronto

W (8), si deve esigere che la definizione di area soddisfi il
principio di semicontinuiti inferiore. Con cid si intende che se
S,Sn , n=1,2,,.,, sono superficie e :sn."és’ allora ‘f(S)sl‘ﬂ l{)(Sn)
quando n ~» w , La lunghezza di una curva soddisfa ad analogo prin-
cipio.

Mentre tutte le definizioni di area che sono state proposte
danno lo stesso valore relativamente & superficie poliedriche e a
superficie elementari, talune delle definiziond proposte danno per
l'area valori diversi per superficie non elementari. Tuttavia va
rilevato che dopo un processo dlindagine e di interpretazione che
i cccupato decenni, si sono ottenute varie definizioni formalmen-
tc diverse che soddisfano tutte il principio della semicontipuitd
inferidre & coindidono numericamente per tutte le superficie conti-

aue. Alcune di tali definizioni dapprima proposte e non soddisfa-

12
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centl tale principio, sottoposte a quel raffinamento che era necca-
sario perchd esse riuscissero semicontinue inferiormente, si gono
sol dimostrate coincidenti fra lorec, In particolare la definizio-
ne originale di area di Lebesgue e quelle di Pemmo e di GeBcze
(dopo conveniente raffinamento) (vedi I.5) soddisfanc tutte il prin
cipio di semiMcontinuitd inferiore e coincidono numericamente,

5i pud dire percid che tale area, che diremo per semplicitd area

di Lebesgue e a cul ci riferiremo sempre nel seguito, & il punto
d'incontro di punti di vista diversi.

Secondo una congettura di T. Redd, non ancora provata, tubte
le definizioni di area che soddisfano il principié di semicontinui=-
t4 inferiore e coincidono con 1l'area elementare sopra le superficie
noliedriche, dovrebbero coincideres, almeno sotto lievi e natursli
ipotesi., Su questioni di tale tipe si veda M. Fréchet, S.Kempisty,
G. Scorza, G, Zwirner, G, Stampacchia; M. Pagni. Va qui rilevato
che g¢stensioni alle varietd a tre dimensioni (in E& hanno mostrato
che esistono almenp due diversi funzionali (volume) che sono semi-
continui inferiormente e coincidono col volgme per varietd polie-
driche. La congettura di T. Radd anche se provata non potrid percid

cstendersi alle varieti 4i dimensioni n > 2.

I,5. L'area di Tcbesghe., Sia F una figura del piano (u,v).

Diremo che una superficie S=(P,F): p=p(w), w €& F, & una superficic
policdrica (v una trasformazione guasi lineare) sc il vettore p(w)
¢ continuo in ¥ e se esiste una suddivisione finita [t] di F in
triangoli t tale che p{w) & lineare in ciascun triangolo téﬁt@
(cio® x(w), y(w), z(w) sono della forma aut+bv+c in ciascun trian-
golo t € [t] e w={u,v)). DPertanto 1l'immagine di ciascun triangelo
t £ [t] & un triangolo D di E3 (oai En) (eventualmente ridotto
ad un segmento o ad un punto) e l'area elementare a(S)=a(P,F) di §
gi definisce al solito modo come la somma delle aree delle sue

facce D.

13
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Sia 8=(T,A): p=p(w), w £ A, una superficic gmalsiasi (ossia
una trasformazione continua di un insieme ammissibile A d4i E2 in
33). Diciamo K la collezione di tutte le successioni
[(Pﬁ’Fn)’ n=1,2,...] dn superficic poliedriche tali che Pn-‘b- T,
cio® tali che FnejA, Fn& By B2 T Ao, d(_Pn,T,An)-—)o quando
n~- 00. L'area di Lebesgue

L (8) =1 (4,T)

della superficie S si definiasce allora come il numero

L=l (8) = L(4,0) = extr, inf. Lim  a(® ,F ).
8 n-— o
In altrc parole per ogni successione [(_Pn,}i‘n)] di K diciamo 1 il
numero 1=lim_ a(Pn,Fn) guando n -»go € poniamo poi L=extr.inf.,i per
tutte le successioni della collezione K. Si ha 0L L £ +oo e, in
tuttli 1 casi, si vede che esiste una qualche successione
[(Pn,FHS] € X tale che BCA, F & F ,,Fopa, a(2,T,4) =30,
a(Pn,Fn) —» L(A,T) gquando n —>co. Si pud dimostrare anche che; se
A & una figura A=F {ad esempio se A & il guadrato unitario) non 2
restrittivo supporre FE-A per ogni n, In tal caso risulta bér
ltarea di- Lebesgue T la definizione pih semplice seguente. Sia
K' 1la collezione di tutte le succesﬁioni[(Pn,A),n¢1,2,...] di
superficie poliedriche con d(Pn,T,A) — O quando n tende & w@.
Allora
L=L(8)=L(A,T)= extr. inf, lim a(Pn,A).
X! n —00
8i pud dimostrare facilmente, con i metodi di (I.6), che se (T,A}
% essa stessa una superficie poliedrica, allora L(4,T)=a(T,A), ciod
1'area di Lebesgue coincide con 1'amrea elementare per superficie
poliedriche, Si pud inoltre dimostrare, in base alla sola definizig
ne, che l'area di Lebesgue soddisfa il principio della semiconti-
nuitd inferiore, ciod se (Tn,A)--iv(T,A), allora L(A,T) £ lim L(An,Tn)

quando n - ® .
14
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La teoria dell'area di Lebesgue per superficie continus non
parametriche [;ioé del tipe z=f(x,yi} ¢ stata data da L.Tonelli
nel 1986 e tale teoria & stata estesg alle supcrficir noy paramstri-
che, discontinue da L. Cesari (1937) e C. Goffmen (1953). Ia teo=
ria dell'area di Lebesgue per superficie continue parametriche
(intravista da R. Caccioppoli nel 1928 a seguito di lavori di
5., Banach e G,Vitelg del 1924) & stata data da T. Radd e IL.Cesari
negli anni 1939-1945. Diamo qui duwe semplici‘proposizioni sull ‘a-

rea di Lebesgue,

(I.5.a) L(A,T) & un funzionale semicontinuo inferiormente, ciol
Tnva T implieca L{4,T) € lim L(An,Tn) gquando n-—» 00 .

Cenne dimostrativo. Sia (Tn,An), n=1,2,..., una successione di tra-

sformazioni continue e (T,A) un'altra trasformazione continua tali
che 4 & A,Ané, A g ADTAC, dn--d(Tn,T,An)-)rG guande n =% © . Per
ogni n esiste una successione di superfici poliedriche (an,an),
=1, Zyeeny COD ane An,ane Fn,mH, F;m't AL, a(an,an)-'—» L(An,Tn)
quando m-—» o .
liediante successive estrazioni possiamo definire per ogni n un altro
intero m=m(n) » n tale che, se indichiamo con {Pn,Fn) la trasformg
zione (an,an) con m=m(n), risulta F € P T €8s F;ITM,(*)
a(p,,¥ ) <L(Am,mn)+n“1 , @( 3T ,F )€ + n*7 o quindd BT,
Pertanto (Pn,Tn), n*1,2,.:., & una successione della classe K re~
lativa a (T,A) e quindi, in virtd della defimz ai n(a,T),
iisulta L(4,T) < ;_i_g_a(Pn,Fn) € lim Y‘L(An,TnH n"t[ =lim ‘L(An,{l‘n).
Ta relazione ( % )} va sostituita con a (Pn,Fn) Y n se L(An,Tn)=a).
T'agserto & coupletamente  provato.
(I.5b) Per ogni funzionale if(A,T) semicontinuo inferiormente
coincidente con l'area elementare su superficie poliedriche risul
ta %;{A,T) £ L(4,T). Pertanto l'area di Lebesgue & il massimo
funziorale avente le proprietd dette.

Cenno dimostrativo. Sia (Pn,Fn), n=1,2,..., una successione di su=-

15
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perficie poliedriche con Pn-ﬂ>T, a(Pn.Fn}-qa L{A,T). Allora si ha
g (4,7) € Lim ¢(p,F ) = Lim a(? ,F) £ L(4,D).

Si noti che se diciamo A' un qualsiasi inaieme ammigsibile

A' & A, allora (T,A') denota la trasformazione definita da T su A e
L(A',T) denota 1l'area di Lebesgue di (T,A'). Pertanto data una tra-
sformazione (T,A), possiemo considerare 1'areg di Lebesgue L(A',T)
comc una funzione di insieme definita per tutti gli insicmi ammissi-
bili A' &€ A, 51 ha

(I.5.¢) L(A',T) » o3 L(A",T)gL(A',T) per ogni coppia di insiemi
sammissibili A" & A' € A; infine L(J,T) WE.L(Ji,T) per ogni regione
d4i Jordan J€ A ¢ ogni suddivisione finite (J1,J2,...,Jm) di J in
regioni di Jorden.

Cenno dimostrativo. Le prime due parti sonc oviie. Per la terza si

osascrvi che se (Pn,Fn), n=12,..., & una successione di trasforma-

zioni poliedriche con Fné,J, Fné.F F;ﬁ—>J°, d(Pn,T,Fn)-ﬂé 0,

n+1’?
Q(Pn,Fn) —> L{J,T), ¢ noi consideriamo per ogni i=1,2,...,m, una
i fi i che F, & J., F, & F, 0 -3 Jo
successiore di figure Fin tali che Flné Jl, Fln(, Fl,n+1’ Fln Jl "
nossiamo anche supporre Fﬁnﬁ Fn, i=1,2,...,m, per ogni n. Pertamto

si ha

"L ™
S1(J.,7)%2 1lim a{P ,F. )< lim a(P_,F, )& lim a(P_,F ) =
1A noo i ot n:wg:{ Sl n-»6 5y

= L(J,T),
Osservazione, E' facile verificare con esempi che pud aversi
wWI,m% £ L(Ji;T) persino nel caso che J,Ji siano tutti poligoni

semplici di A.

I.6. Indice topologico di una curva pisna. Stralciamo dal noto
trattato di topologia di P. Alexandroff e H. Hopf (pag.462) la se-

muente definizione del tutto elementarc di indice topologice (per

una curvs piana).

16
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Sia E2 il piano euclideo orientato dei punti p=(x,y) ¢ sia
B, un punto qusl sissi di EZ' Jia (§ y &) un aqualsiasi sistema di

coordinatée polari di polo _5 in B Per gsemplicitd supporremo che

l'origine delle coordinate (x,y)zin E2 sie il punto v, Allora
¢ = ¢ (p)y DE E2 & una funzione ad un valore e continua in EZ’
mentre 4 = @ (p) & definita soltanto med 2 T e por punti p#P.
Tuttavia per ogni punto po#ﬁ e comunque fissato un valore ¢J,degli
infiniti velori mod 2T di w(p) in p,, esiste una ben determina-
ta funzione  Gh{p), continua e ad un valore nel cerchio aperto
di centro p, e raggio po-i;‘ y tale che w(p )= () e w(p) EQJ,P)
per ogni p €E2 con \p—po\é ‘po-ﬁl, ove la congruinze e presas
mod 2 ¥ ,

Sia C: p=p(t), 0 £ t £ 1, ossia C: x=x(t), y=y(t), O£t L1,

una curva continua, orien'bata)in E, non passante per 5 e sia [CJ

ltinsieme (limitato, chiuso e conngsso) del panti p occupati da C
in E,. Sia 20 > 0 la distenza {5, [C]}S di p da E}J . (Ricordiamo
che la distanza -{p,A di uwn punto o da un ingieme A & definita da
{p,A} = extr.inf? 1p-w| per ogni wé& A, e tale confine inferiore
& un effettivo minimo se A & chiuso).

Dividiamo ora @},1 in un numero finite di parti qualsiasi
mediante punti O=t, < t‘i < o <tm=.1 ¢ le parti sizno cosl picco-
le che in ognuna di esse il vettore p(t) abbia una oscillazione £d.
Ricordiamo che _l‘ossillazione di un vettore p(%), * 6{_0,11 in un
insicme Ié[o,‘f] ¢ il numero Osc [p(t); I] =extr. sup lp(t)—p(t‘)l
per tutti i t,t' £ I, e pertanto Osc [p('t); Ij & uguale 2l dia-
metro dell 'immagine dell'insieme T rispetto alla trasformazione
p=p{t). Diciamo pi=p(’ai), i=0y1404.,M, i corrispondenti punti di
C ¢ denotiamo con 8y il c¢erchio chiuso di centro p; e raggio 4.
Sia ¢J, una qualsiasi delle determinazioni di w(p,) e sia ¢ (p) 1la
corrispondente funzione ad un valore e continua in s, con ¢)(p,)=

= o, ¢(p) = wfp) in s,u Poich® tutti i punti p(t) con t £t 51:1

sono in s, la funzione LL(t)= Qa&’(t)]; Y, €t £ 1, & univocamen-
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