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APPUNTI SULLA TEORIA DELLE SUPERFlcrE CONTIN~ 

E QUESTIONI CONNESSE 

dalle Iezioni di Lamberto Cesari ) 

INDICE 

I. Proprieta analitiche. 

II. Proprieta geometriche. 

III. Rappresentazione. 

IV. L'integrale sopra una superficie. 

I" Cesari 

1.1. Concetto di superficie S = (T,A). Che cosa e una superfi­

cie? Nei vari campi della matematica si hanno diversi concetti di 

superficie e cib in corrispondenza di diverse esigenze, scopi, 

tecniche impiegate e terminologie. In Geometria Differenziale le 

superficie sana definite parametricamente, 

( 1) 

mediante funzioni realil x(u,v), y(u,v) , z(u,v) delle variabili 

reali u,v, soddisfacenti a condizioni, in generale abbastanza forti, 

di continuita e differenziabilita in un campo A, In qualche recen­

te ricerca si tende a ridurre tali condizioni (A.D. Alexandrov). 

In Geometria Algebrica Ie superficie sono definite mediante equaziQ 

ni algebriche e sono studiate nel corpo complesso. In Topologia 

per superficie ai intende talvolta Una varieta a due dimensioni 

chiusa 0 aperta (2-manifold), oppure l'immagine continua di una 

tale varieta. In recenti ricerche per superficie sl e int eso Ia 

fl'ml tiera di un insieme aperto limi tato e connesso nella spazio 

ordinario E3(o in En) (H. Eederer in Analisi; B. Kaufmrm...Yl, S. Mazur-­

kiewicz in Topologia estendendo in E le teoria degli clementi fl-
n 

nali di C. Caretheodory). Sebbene una teoria unitari a non sj.a an-

cora raggiunta, Ia present e teoria studia Ie proprieta analitiche 
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\) goomatri.c.he 4611e supa~icie defiui te parame-tI'i.camer;:te mediante 

1 0 (1) sotto ~ sola ipotesi della continuita delle funzioni x,y,z 

Pertanto mentro gli enti in discussione hanno 1~ generalita usual c 

in Topologia, si studiano di essi proprieta gepmetriche ed analiti­

(;110 ehe si sono gia. dimostrate adeguate in questioni di analisi 

(t ooromi di Gauss e di Stokes) e di Calcolo delle variazioni (estep­

siono alle superficie dei metodi diretti). 

Diremo che una superficie continua in forma pqrametrica (bre­

vemento, una superficie) e una trasformazione continua 

( 2) 

di un insieme A ammissibile (vedi so tto) del pia~o euclideo reale 

E nello spazio eucltdeo reale E3 (0 in E ). Pertanto S=(T,A) e 
2 n 

definita da una teme. di funzioni reali x(u,v), y(u,v) , z(u,v) ad 

un valore. Se diciamo p=p(w) il vet tore conti~uo (x,y,z) funzio­

ne del punto w = (u,v) ( A, e.bbiamo la notazione pili semplice 

S = (T,A) : p = p(w), w cA. 

La elasse degli insiemi A 6 E2, ehe diciamo ammissibili, e 
assai large. e comprende : (a) ogni polig.ono semplice e chiuso 'it'di 

E2, ogni regione pOligonale chius. 1)-'= 'il"",- (1l"! + ... +\Y..J'" [11':-f/it~O, 

'if',,1) =0, i1 j, i,j=1,2, ••• n] , e altres~ ogni figura, cioe la som 

ma finita di regioni poligonali e disgiunte; (b) ogni regione di 

Jordam chiusa e semplice ~ , ogni regi~ne di Jordan chiusa di con­

nessione finita ~ = to -( ~i + ••• + t"" )0, L K~6 'f/~' ~v D1: 0 . I i1j, 
i ,. j= 1 ,2 " •• ,nJ ,e al tres~ ogni somma fini ta di regi oni di Jordan 

chiuse e disgiunte; (e) ognl lnsieme aperto A e altresi ognl 1nsie­

me A aperto in un insieme come in (a) e in (b).~per 1e notazioni 

impiegate si osservi ehe indichiamo con I, ~, IO rispettivamente 

la chi usura , la frontiera e l'insieme dei punti interni di un in­

sieTue 1(I.19). Pertanto abbiamo identificato il concetto di 
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superficie continua con quelle di trasformazione continua di un 

insieme ammissibile, 0 di vet tore continuo, e quindi due superfi­

cie 8=(T,A): p=p(w), wGA, S'=(T',A'): p=p'(w), w1e. A'! si diran-­

no uguali solo se identiche (bk ', p(w)=p' (w) per ogni wE. A=A;) , 

(Per vari concetti di equivalenza tra trasformazioni continue ve-

di L 3). In armonia con la definizione di superficie diremo .s!.ista;,· 

za euclidea, d(S,S',C), in un insieme e€AA' di due superficie 

(0 trasformazioni) S=(T,A): p=p(w), we A, St(T'IA i )~p=pl~W), 

w' 6 At, il numero d=d(S, S' ,e)=d(T,T I ,e)= extr. sup/ p{w)-p I (w)\ 

per we~, ove p=(x,y,z), pl=(X',y',z') e !p_p'l= [<x_x , )2+(y_y,)2+ 

+ (z-z') ]t. 
Diremo che una successione [An} di insie~i ammissibili invad~ 

un insieme ammissibile A se A 6 A l' A 6 A, AO ~Ao (ossia, con 
n n+ n n 

notazione piu significativa, A~1'AO). 8i noti che A~1'AO non 

implica che la frontiera A~ di A, anche se appartien8 ad A, debba 

ossere ricoperta da ~alche insieme A. Fin~lmente se S =(T ,A ), 
n n n n 

n=1 ,2, ... , e una data successione di superficie, diremo che essa 

converge verso una superficie 8=(T,A) (A,A tutti insiemi ammis­
n 

sibili) e scriverano (T ,A ) ~ (T,A), 0 semplicemente T ~T, n n n 
se [An] invade A e se . d(Tn,T,A)~ 0 quando n ~ 00 . In partico-

lare se A =A per ogni n, allora la convergenza T ~ T 8i riduce 
n n 

alIa ordinaria convergenza uniforme. 

DGnoteremo in segui to con f I, I ,} la distanza tra due insiemi 

I,ll di E3 (0 di En) definita come il confine inferiore delle mu-' 

tUG distanza tra i punti di I e I', cioe {I,I'l = extr.inL tll-p'l 

per tutti i punti pfI. p'~I'. 

I.i.Sostegno (sJ =T(A) di una superficie S=(TlAl. 

10 oquazioni (2) fanno corrispondere ad ogni punto w=(u,v) del­

l'insieme ammissibile A un ben determinato punta p=(x,y.z) di E3 

cha diremo l'immagine P=T(A)=P(W) del punta weA, IDa potra acc a· 

dere che il medesimo punto p=(x,y,z) € E3 sia l'immagine di piu 
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punti w 6 A. Le equazioni (2) fanno oorrispondere ]}srt.a.ntoall' it:­

sieme A un insieme [SJ =X(a) di E3 che diremo l'insieme dei punti 

e,,::cupato daUa superficie S, 0 il sostegno della superficie S. 

PUQ benissimo accadere che superficie diverse S,S' abbiano il 

:nedesimo sostegno. Consideriamo ad esempio Ie seguenti tre super­

ficie So,8"S2 tutte definite come iillmagini continue del quadrato 

unitario A=(O~u,V$1). Sia So la superficie So=(To,A):x=u,y=u, 

zeD, (u,v) 6. A. In questo caso [SoJ e il quadrato· unitario 

Q= [O.fX,y'~'J del piano (x,y) in E3 ed So ricopre Q una volta. 

Sia 8, la superficie S,=(T,A): x=4U-4u2, y=v, z=O, (u,v)€;A, avento 

10 stesso sostegno [S1J = Q. Questa superficie ricopre Q due volte 

come un velo sottile ripiegato su se stesso. Finalmente sia C: X= 

=f(t), y=g(t), ° ,t ,1, una curva di PeBliO ricoprente Q. Allora 

anche 1a superficie continua 

x=f(u), y=g(u), z=O, (u,v) 6 A, 

ha per sostegno Q. Si ha cioe ~oJ = [5,J = . [82]= Q. Questo esempio 

mostra che superficie di natW'a diversissime. possono avere 10 ster' 

f)O sostegn6 e pexitanto cOhcludiatno che l'identit a del sbstegno 

non permette alcun utile accostamento tra le superficie. 

1. 3. Eguivalenze secondo LeaeSjue , Fl'echet , McShane ,Kerekhirt6. 

Mentre la coincidenza dei sostegni non permette di associare 

lJ.tilmente superficie diverse, esistono relazioni piu profonde cha 

conducono ad associ are superficie che 1a nostra intuizione giudi-

ca talvolta come rappresentanti 10 stesso ente. Tali relazioni 

tra superficie sono dette eguiva1enze e godono delle tipiche pro­

prieta simmetrica, riflGssiva e transitiva. Esse permettono di 

Associare in classi le superficie equivalenti: in relazione aIle 

equivalenze di Lebes~ue, Frechet, Frechet-MaShane, Kerekj~rt6, ecc." 

8i dira che una c1asse completa di trasformazioni equivalenti e 
rispcttivamente una superficie di LebeSaue; di FrecUet, di Frechet­

McShane, di KerekjartO ,Gee ••• 
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lUcordiamo che d.ati due ihsiemi A.B dei piani r oali (u,v); 

( 04., ~- ), diremo che H: u=u(OI., ~), v=v(CX ,11), (0( ,~)€B, e un 

omGomorfi~mo tra A e B se H(B)=A e se H e una trasformazione 

biunivoca 0 continua in entrambi i sensi, Due insiemi A oB si dir~~ 

no omoomorfi se oaiste un omeomorfismo tra essi~ 

Siano ora S=(T,A): p=p(w), w 6 A, S'=(T:,B), q=q(w'), w'e:::B, 

duo trasformazioni continue degli insiemi ammissibili A,B in E3, 

Diromo che S e S' sono equiy~enti secondo- Lebes~ue se A e B sono 

omeomorfi e se esiste un omeomorfismo H: w':::H(w), w f A, w'~B, 

tra A e B tale che i punti corrispondenti in A e B hanno 1a stes­

Sa immagine cioe T=T'H, ossiap(w)=q[H(W)] per ogni wG,A. La rola­

zionc ora definita tra T e T' soddisfa evidontomente l e propriete. 

f ormali ricordate avanti e pertanto possiamo considerqre 10 corri­

spondenti classi di trasformazioni equiva1enti secondo Lebesque. 

Ognuna di tali classi complete si dire. una superficie di LebeSjUe. 

Ad esempio le trasformazioni 

s = (T,A): x = u, y=v, z = 0, (u,v)fA, 

S (T,A): 2 
(j, = x = U ,y:::v, Z ::: (u,v)G,A, 

S' =(T',A): x = 1-u, y.v, z ::: 0, (u,v)~ A, 

ove A ::: [0 $ u,v ~ 1J sono equivalenti secondo Lebesaue. 

Qualora consideriamo solo quegli omeomorfismi H che trasformano 

il senso positiv~ (antiorario) delle rotazioni di A nel senso 

positiv~ delle rotazioni di B, aHora avremo quella che si ch:il.a.ma 

l'eguivalenza nel senso di LebeSjue-MCShane. Ad esempio S,S sono 

equivalenti nel sensa di Lebes3ue-McShane, mentre 8,S'-non 10 so­

llO (fig. 1). Tutto ciO acquista interesse se si osserva con McShane 

cha l'integrale di superfibie 

ha il valore 2 sulla superficie S,S mentre ha il valore zero sul-
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1a superficie S'. 

La saguente definizione di equiva1enza secondo Frechet e a1quanto 

Diu generale di quella di Lebesgue" Diremo chG due su;cerfici" 

S=(T,A), S'=(T',B) sono equiva1enti secondo Frechet se A e B so-

no omeomorfi e se per ogni £ '> 0, esiste un omeomorfismo H~ tra 

A eB tale che, se w e w' sono punti corrispondenti in A e in B, 

w' == Ht (w), aHora Ie immagini T(w) e T'(w') sono ad una distan-

Zll. minore di t , cioe Ip (~)-'l[rt(\lV)J\ <c . 
Il seguente esewpio illustra la definizione ora introdotta 

(fig.2). Sia A un cerchio. Dividiamo A in due parti mediante il 

diametro para11e10 all'asse v, separiamo i due semicerchi mediante 

W1a traslazione paral1ela a1l'asse u e diciamo B 1a nuova regione 

di Jordan cosl ottehuta somma dei due semicerchi e del rettango16 

r che si e formato tra essie Supposta dafu una superficie continua 

qua1siasi S==(T,.A): p:::p(w), ~A, definiamo in B il vettore continuo 

q(w), w t B, stabi1endo che esso coincida con p(w) nei due semi­

ccrchi ed abbia, su ciascun segmento in r parallelo all'asse u 10 

stesso va~ore che esso ha gia negli estremi. Sia S'=(T',B): 

p=q(w), wEB, la nuova superficie 60s1 definita. Possiamo dire 

ehc; il vcttore q(w) e stazionario su ciascuno dei detti segmenti 

I', mentre P?ssiamo supporrc che p(w) non sia mai costante in A. 

di 

E' 

8vidente che non vi e al~un omeomorfismo tra A e B avente la pro-

llrd.et~ che punti corrispondenti abbiano la stessa immagine , poi­

che ad oghuno dei segmenti s' di r detti sopra corrisponde un arco 

proprio s di A e mentre T' e costante su s', Tenon costante su s. 

Dunque S e S' non sono equivalenti secondo Lebesgue. Esse sono 

tuttavia equivalenti secondo Frechet. Infatti e sufficiente Con­

siderare, per ogni t70, una striscia, abbastanza sottile, a lati 

parall eli all'asse v e far corrispondere mediante ovvi e trasforma­

zioni elementari i due semicerchi di B ai due opposti segmenti circ£ 

lari di A e il rettangolo r alIa striscia centrale di A. 
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Qualo:ra nella definizione dj equivalenza, secondo FTacbet si 

consi derino soltanto omeomorfismi Ht cons ervanti il senso positi­

vo delle rotazionm fra A e B, diremo cbe T e T' sono equivalenti 

nel senso di Frecbet-McSbane . 

Un 'al tra definizione di equival enza, alquanto piu raffinata, 

e quella di Kerekjart6 cbe permette di associare superficie in cui 

113 varie "parti" banno orientamenti di versi. Ri torneremo su cib 

pi u avanti. 

L'equivalenza nel senso di Frecbet e Frecbet-McSbane si sono 

dimostrate finora Ie piu rispondenti alle esigenze della teoria. 

Diremo ebe, ogni classe C di superficie equivalenti nel senso di 

Fr ecbet-McSbane, costi tui sce una superficie di Frecbet-McSbane 8*'. 

Di piu direma cbe ogn.i el emento (trasformaziono 8=(T,A») di tale 

cl asse C e una rappresentazione dolla superficie di Frecbet-McSbane 
S .... 

Date due superficie S=(T,A): p=p(w), w e A, 8'=(T' ,B): p=q(w ' ), 

Wi E B, definite come trasformazioni continue di insi emi omeomor-

fi A,B diremo distanza tra S ed 8' nel senso di Frecbet (0 di 

Frecbet-Mc8bane ), il numero 1/8,8'\\ extr. inf d ?Jo 0 definito co­

me il confine inferiore dei numeri d aventi la seguente proprmeta: 

esiste un omeomorfismo H tra A e B tale ebe punti corrispondenti 

in H di A e B hanno immagini ad una distanza (' d. Nessun concetto 

di equivalenza 0 di distanza ha luogo se A e B non sono omeomorfi. 

8i noti che la distanza secondo Frechet \18,s'\\ eben altra 

cosa che la distanza 8 8' tra i sostegni di S 0 8'. La 

distanza ! [8] [8 ,]} e una valutazi.one delle mutue distanze tra 

t utt e le possibili coppie di punti p E [8], p' t. [s 'J i la distanza 

118,8'\1 e una valutazione (assai diversa) delle mutue distanze 

t r a l e coppie di punti p f [S], p' f' [8 'J quando si pensi ehe pep I 

de scrivano ordinatamente l e superfieie S e 8' rispettivamente. Pos­

si amo dimostrare ehe JS,S'~ ?It [s], [s~t. Infatti se a=\\8,8'1I, 

b={[S], [8 1l} allora, per ogni E70, il numero d=a+€ ha la pro-
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.:!.L'i Cou che Gsist", un omeomorfismo H tra A e B con I p(w) _. 

I [H( )11\ d ." Ed' () ,r: , . \1 I - p w:.J' per ogm. w c- A. ssen 0 b i ,p,w-p LH, VIJJ I pe; r 

VI , risul ta b $ d, ossia b :$ a+ t per ogni b 0 e quindi b ~ a. 

8i noti che se A e una regione di Jordan chim a e semplice ed 

i punti della frontiera A 1# sono identificati (e perciC) T e costantc 

A If) , allors . A e topologicamente equivalente ad una sf era ed S=(T,A) 

dieS. una superficie chiusa del tipo della sfera. Pertanto i conc()t 

t i di equivalenza e di distanza sib porranno solo tra trasformazioni 

di tale tipo. Analoghe convenzioni valgono per superficie di altri 

',ci pi topologici ottenuti, come d 'usc, mediante identificazioni sul-

113 varia parti del contorno di A. 

I.4. Considerazioni sull'area di una superficie, 

Molte definizioni di area di una superficie sono state proposte 

'lell'ultimo secolo in corrispondenza a diversi punti di vista. No-

tiamo che se si vuolo che l'area di una superficie possa essere 

considerata com~ un funzionale aV0nte (nel classico calcolo delle 

vari azioni, come nella teoria topologiLca di Marston Morse) un uffi­

cio analogo a quello che K. Menger dice un funziom Ie di confronto 

\.f (S), si deve esigere che la definizione di area soddisfi il 

nrineipio di semicontinuita inferiore. Con cio si intende che se 

S,Sn ' n=1,2, ••• , sono superficie e ~4S, aUora r (S)~lim'f(Sn) 
quando n ~ (D. 1a lunghezza di una cUl'V'a soddisfa ad analogo prin-

cipio. 

Mentre tutte le definizioni di area ehe sono state proposte 

dan .. '1o 10 stesso valore relati vamente a superficie poliedriche e a 

superficie elementari, talune delle definizioni proposte danno per 

l'area valori diversi per superficie non elementari. Tuttavia va 

l'ilevato che dopo un proce sso d' indagine e di interpretazione che 

k. cccupato decenni, si sono ottenute varie definizioni formalmen­

t o diverse che eodiisfano tutte il principio della semieontiijuita 

inferi~e e coindidono numericamente per tutte Ie superficie conti-

llUe. Aleune di tali defini zioni dapprima proposte e non soddisfa-

Sl) 

s1 
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\.;enti tale principiD, S()ttop()8te a quel raffinamen-i;{) 0::-.5 erA. :-" ec c ~", ­

s:,lrio perche esse riuscissero sent1Gontinue inferiormente, si sono 

po i dimostrate coincidenti fra loro. In particolare la definizio­

nc originale di area di Lebesgue e quelle di Peaso e di GeBcze 

(dopa conveniente raffinanlento) (vedi 1.5) soddisfano tutte il pri!} 

cipio di semilcontinuita inferiore e coincidono numericamente. 

Si puo dire percio che tale area, che diremo per semplicita area 

di Lebesgue e a cui ci riferiremo sempre nel seguito, e il punto 

d'incontro di punti di vista diversi. 

Secondo una eongettura di T. Rado, non aneora provata, tutm 

Ie definizioni di area che soddisfano i1 principiO di semicontinui­

ta inferiore e coincidono con l'area elementa~e sopra le superficie 

poliedriche, dovrebbero coincidere, almena sotto lievi e naturali 

ipotesi. Su questioni di tale tipo si veda M. Frechet, S.Kempisty, 

G. Scorza, G. Zwirner, G. Stampacchia; III. Pagni. Va qui rilevato 

cha estensioni alle varieta a tre dimensioni (in EJ hanno mostrato 

che esistonO almeno due diversi funzionali (volume) che sono semi­

continui inferiormente e coincidono col vol~e per varieta polie­

driche. L'a congettura di T. Rado anehe sa provata non potra percio 

estendersi alle varieta di dimensioni n > 2. 

1.5. L'area di LGbesgae. Sia F una figura del piano (u,v). 

Diremo che una superficie S=(P,F): p=p(w), w 6 F, e una superficie 

poliodrica (0 una trasformazione quasi linear~) se il vettore pew) 

e continuo in F e se esiste una suddivisione finita [t] di F in 

triangoli t tale che pew) e lineare in ciascun triangolo t6ltJ 

(cioe x(w), y(w), z(w) sono della forma au+bv+e in ciascun trian.­

golo t t [tJ e w=(u,v)). Pertanto l'immagine di ciascun triangolo 

t 6 [tj e un triango10 D di E3 ( 0 di En) (eventualmente ridotto 

ad un segmento 0 ad un punto) e l'areaelementare a(S)=a(P,F) di S 

si dofinisee al solito modo come la somma delle aree delle sue 

faccc D. 
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Sia S:;:(T,A): p:;:p(w), w eA, una superficie qlil.alsiasi (ossia 

una trasformazione continua di un insieme ammissibile A di E2 in 

}~ ). Diciamo .K 1a colle zione di tutte l e successioni 

[(Pn,Fn ), n=1,2, ••• ] dli superficiG poliedriche tali che Pn'-"'T, 

cioe tali che F cA, F 6 F l' FO tAo, d.( P ,T,A ) -,>0 quando n n n+ n "\ n n 
n --t 00. L' area di 16 be sgue 

L (S) :;: L (A,T) 

della suporficie S si definisce allora come il numero 

L:;:1 (S) = L(A,T) = extr. info lim 
K n ~ 00 

a(P ,F ). 
n n 

In altro parole per ogni successione UPn,Fn~ di K diciamo 1 il 

numoro 1==lim a(P ,F ) quando n ~ 00 e poniamo poi L=extr. ini. 1 per 
--. n n 

tutto 1 0 successioni della collezione K. Si ha 0 ~ L ~ +00 e, in 

tutti i casi, si vede ehe esiste una qualche suecessione 

r(p ,F ~ G K tale che FE A, F e F 1,FotAo, d(P IT,A) ~O, 
~ n n/J n n n+ n · n 
a(P ,F ) ~ L(A,T) quando n ~oo. Si puc dimostrare 9.!lche che. se 

n n 
A e una figura A==F (adesempio se A e il quadrato unit~rio) non e 

restrittivo supporre F~A per ogni n. In tal easo risulta p~r 
n 

l'area di Lebesgue L la definizione piu semplice seguente. Sia 

K' 180 coHezione di tutte le succeSilioni[(Pn ,A),n.1,2, .. 1 ai 

superficie poliedriche con d(P ,r,A) -+ 0 quando n tende a (]j). 
n 

Allora 

i=1(S)=L(A,T)= extr. info lim 
K' n -+00 

a(P ,A). 
n 

Si puc dimostrare facilmente, con i metodi di (I.6), che se (T,A~ 

e essa stessa una superficie poliedrica, aHora L(A,T)=a(T,A), cioe 

l'area di Lebesgue coincide con l'area elementare per superficie 

poliedriche. Si puc inoltre dimostrare, in base alla soladefinizi~ 

ne, che l'area di Lebesgue soddisfa il principio della semiconti­

nuita inferiore, cioe se (TnA) -+(T,A), allora L(A,T) ~ lim L(An,Tn' 

qnando n ~ (J) • 
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La teorie. de.ll' area di Lebesgue per superficie continua non 

parametriche Gioe del tipo Z=f(X,y)] e stata data da L.Tonelli 

nel 19!6 e tale teoria e stata estesa aIle supcrfici r, not parametri­

che, discontinue da L. Cesari (1937) e C. Goffman (1953). La teo­

ria dell 'area di Lebesgue per superficie continue para~etriche 

(intravista da R. Caccioppoli nel 1928 a seguito di lavori di 

S. Banach e G. Vitale del 1924) e stata data da T. Rad6 e L', Cesari 

negli anni 1939-1945. Diamo qui due semplici proposi~ioni sull'a­

rea di Lebesgue. 

(I.5.a) L(AsT) e un funzionale semicontinuo inferiormente, cio~ 

l' ~ T implica L(A,T) ~ lim L(A ,T ) quando n~ 00. n - n n 
Cenno dimostrativo. Sia (T ,A ), n=1,2, ••• , una successione di tra­n n 
sformazioni continue e (T,A) un'altra trasformazione continua tali 

che A G A,A 6A l' AO "'Ao, n n n+ n I 

ogni n esiste una successione 

m=1,2, ••• , con F € A,F E 
nm n nm 

quando m ~ 00 • 

d =d(T ,T,A ) ~ 0 quando n .-., 00, Per n n n 
di superfici poliedriche (p ,F ), 

nm nm 
F l' FO 'tAo, a(P ,F )~L(A,T) n,m+ nm n nm nm n n 

Mediante successive estrazioni possiamo definire per ogni n un al tro 

intero m=m(n) .." n tale che, se indichiamo con (p ,F ) le. trasforma 
n n -

zione (p ,F . ) con rn=m(n), risulta F e F 1!F 6 A, F°1'Ao,(~) 
nm nm -1 n n+, 1n n 

a (P ,F) <L(A ,T )+n ,d(P;T ,F )~d + n~ e quindi P~T, 
nn nn nnn n n 

Per tanto (p ,T ), n.1,2,.,., e una successione della classe K re­
n n 

lativa a (T,A) e quindi. in virtu della defiruzi di L(A,T), 

L'isulta L(A,T) ~ lim a(P ,F ) _c: Urn iLtA ,T )+ n -1] :::lim L(A ,T ). 
-- n n \,; n n -' n n 

La relazione ( "* ) va sostituita con a (p ,F ) ., n se L(A ,T )=00. 
n n n n 

I.'aaserto e completamente provato. 

( r. 5. b) Per ogni funzionale 'f (A,T) semicontinuo j nf~1'il)m!::mte 

coincidente con l'area elementare su superficic poliedriche risul 

ta ~ (A,T) f L(A,T). Pertanto l'area di Lebesgue e il massimo 

funziortale avente l e · proprieta detta. 

Cenne dimostrativo. Sia (p ,F ), n=1,2, ••• , una successione di su­
n n 
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perficie. poliedrlche con P ~T, a(P .F ) -tL(A,T). Allora 8i ha 
n n n 

3i noti cho se diciamo A' un qualsiasi inaielOCl ammissibile 

A' E A, allora (T,A') denota la trasformazione definita da T su A e 

t(A',T) denota 1 'area di Lebosgue di (T,A'). Pertanto data una tra­

~formaziono (T,A), possiamo considerare l'are~ di Lebesgue L(A',T) 

como una funzione di insieme definita per tutti gli insiemi ammissi­

'bili A' E: A. Si ha 

(I.5.c) L(A',T) ~ 0; 

"mmissibili A"G A', 

di Jordan J 6 A 0 ogni 

r egioni di Jordan. 

L(A",T)~1(A',T) per ogni coppia di 

A; infine 1(J,T) ~ZL(J. ,T) per ogni 
~ 

suddivisione finita (J1,J2, ••• ,Jm) 

insiemi 

regione 

di J in 

Cenno dimostrativo. 10 prime duo parti sono ~'1tie. Per 1£1 terza si 

OSflCrvi che se(P ,F ), n=1 2, ••• , e una succossione di trasform£1-
n n' 

zioni poliedriche con F G J, F 6F l' FO ~Jo, d(P ,T,F ) ~ 0, 
n n n+ n n n 

~(p ,F ) ~ 1(J,T), e noi c.onsideriamo per ogni i=1,2, •.• ,m, una n n 
successiore di figure Fin tali che Fine J i , FinG Fi ,n+1' Fin~ Ji ' 

possiamo anche supporre F. G F , i=1, 2, ... ,m, per ogni n. Pertamto 
~n n 

fJi ha 

m. 
IL(J. ,T) ~l lim a(P ,F. ) ~ 

~ ,(.=1 n:;Q) n ~n 

t'Iv 

~ " a (p ,F. ) ~ lim a (p ,F ) = 
~ n ~n - n n n ~ co A.I;i n-...,. ell 

;: 1(J.T). 

~!£..e;rvazion~. E I facilo vorificare con esempi che puo avorsi 

J,(J,T)., L 1(J. ,T) pe:t's1no nel caso che J,J. siano tutti :poligoni 
~ ~ 

semplici di A. 

1.6. Indice topologico di una curva piana. Stralciamo dal nato 

tt'att ·J.to di topologia di P. Alexandroff e H. Hopf (pag.462) la se­

[,uentc definizione del tutto elementare di indice topologico (per 

una curve. piana). 
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Sia E2 il piano euclideo orientato dei punti p~(x;y) e siG 

Po un punto qualsiasi di E2, Sia (£f'W) un qualsiasi sistema di 

coordinate polari di polo p in E2• Per semplicita supporremo che 

l'origine delle coordinate (x,y) in E2 sia il punto p, AHora 

~ = ~ (p), p 6 E2 e una funzione ad un -val oro e continu8. in E2 , 

mentre W = W (p) e definita soltanto mod 2 1T" e per pun-ti PIP. 
Tuttavia per ogni pun to Po~P e comunque fissato un valore ~~degli 

infiniti valori mod 21T di 0J(p) in Po' esiste una ben determina-

ta funzione GJo(p) , continua e ad un valore nel cerchio aperto 

di centro Po e raggio lpo-pl, t::e che 6J(po)= G.}:) e W(p) ;;:G.;J,p) 

per ogni p 6. E2 con \p-Po\ <. I Po -p I, ove la congrasm'-~; '(OJ presQv 

mod 2 1Y • 

Sia C: ~=p(t), 0 ~ t ~ 1, ossia C: x=x(t) ~ y=y(t), 0 ~t ~ 1, 

una curva continua, orientata)in E2 non passante per p e sia [cJ 
l'insieme (limitato, chiuso e connesso) del pmnti p occupati da C 

in E2, Sia 2d :> 0 la distanza {p, [cJ\ di p da ~]. (Ricordiamo 

che la distanz8 {P,A] di un punta 0 da un insieme A e definita da 

{P,A} = extr.inf7 Ip-wl per ogni w 6 A, e tale confine inferiore 

e un effettivo minimo se A e chiuso), 

Dividiamo ora @' 1~ in un numero fini to di parti qualsiasi 

mediante punti O=to < t1 <. ., • .ctm=1 e Ie parti siano cos~ picco­

Ie che in ognuna di esse il vettore p(t) abbia una oscilla~ione ~d. 

Hicordi amo che 1 1oseillazione di un vettore p (t), t E, t?, 1} in un 

insieme 1Gto,11 e il numero Osc [p(t); I] =extr.sup \p(t)-p(t l )\ 

per tutti i t,t' 6. I, e pertanto Osc [P(t); 1J e uguale al dia­

metro dell 'immaginedell' insieme. I rispetto alIa trasformazione 

p=p(t), Diciamo Pi=P(ti ), i=O,1~".,m, i corrispondonti punti di 

C e denotiamo con s. il cerchio chiuso di centro p. e raggio d. 
~ ~ 

Sin (')0 una qualsiasi delle lieterminazioni di 6J (po) e sia GJo(p) la 

corrispondente funzione ad Un valore e continua in So con 6~(Po)~ 

== (Jo, W(p) =. ~p) in so' Poiche tutti i punti p(t) con to~t~t1 

sono in So la fu.nzione ..D.(t)== Q.:fp(tD I to ~t ~ t l e univocamen-


