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CHAPITRE 1I

ALGEBRES DE LIE LIBRES

Dans ce chapitre,! la lettre K désigne un anneau commutatif non réduit @ 0. L’élément
unité de K est noté 1. Sauf mention du contraire, toutes les cogébres, algébres et bigébres, tous
les modules et tous les produits tensoriels sont relatifs a K.

A partir du § 6, on suppose que K est un corps de caractéristique zéro.

§ 1. Bigébre enveloppante d’une algébre de Lie

Dans tout ce paragraphe, on note g une algebre de Lie sur K, U(g) ou simplement
U son algébre enveloppante (chap. I, § 2, n® 1), ¢ 'application canonique de g
dans U(g) (lvc. cit.) et (U,), 50 la filtration canonique de U (loe. cit., n°6).

1. Eléments primitifs d’une cogibre

Dans tout ce n°, on consideére une cogébre E (A, 111, p. 138), de coproduit
cE—-EX®E
possédant une coiinité e (loc. cit., p. 146). Rappelons que ¢ est une forme linéaire

sur le K-module E telle que (aprés identification canonique de E® K et
K & E avec E) lon ait:

Idg = (e @Idg) oc = Idg R ) oe.
On note E+ le noyau de ¢ et on se donne un élément « de E tel que
) =u@u et elw) =1.
Le K-module E est somme directe de E* et du sous-module K.u, qui est libre

de base u; on note n,: E — E* et v,: E— K. les projecteurs associés a cette
décomposition. On a

) mH) = % = o), m(x) = o(x).u.
DErINITION 1. — On dit qu’un élément x de E est u-primitif si 'on a
(2) o) =xQu+uQx
Les éléments y-primitifs de E forment un sous-module de E, noté P, (E).

1 Les résultats des chapitres IT et IIT dépendent des six premiers Livres (E, A, TG, FVR, EVT,INT)
de LIE I, de AC et de VAR, R; le n° 9 du § 6 du chap. IIT dépend en outre de TS 1.
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Provpostrion 1. — Tout élément u-primitif de E appartient ¢ E+.
En effet, (2) entraine ¥ = (x).u + (u).x = e(x).u + x, dote(x) = 0.

Remarque. — Si x e E et s1 ¢(x) =% Qu + u ® x”, ol x',x"sont dans E*,
alors & = ()4 + e(u).x" = x”; de méme x = &', et x est u-primitif.

Pour tout x € E*, on pose

(3) (®) =c¢x) —xQu—u@x.

ProposiTiON 2. — On a
(4') (Tcu ® nu) °¢ = C; O Ty
En effet, soit x dans E; on a

(e @ mu) (e(x)) = (1 — 1) @ (1 — 4))(c(#))
=¢(®) — (1 @) (c(®) ~ (@ 1)(c(®)) + (nu & 14) (c(#)).

Comme ¢ est coiinité de E, on a

1 Q@n)e#) =xQu, () =2Qx
(1 @ Mu((e(x)) = (1 @ (1 @ nu)(e(x))) = () .u Q u;

de tout ceci, on tire
(70 @ ) (6(#) = e(¥) — s @ — ¥ @x + () 4 @ .
D’autre part, on a
i (M) = ¢(x) —2Qu—u@x +e(x) uQu,

d’otr la formule (4).

d’olt

Comme E* est un sous-module facteur direct de E, on peut identifier E+*& E*
a un sous-module facteur direct de E & E. Avec cette identification, w, & w, est
un projecteur de E Q@ E sur E*& E*. D’apreés la formule (4), ¢, applique E+
dans E*Q E* et n, est un morphisme de la cogébre (E, ¢) dans la cogébre (E™, ¢;).

ProrosiTion 3. — S8t la cogébre (E, ¢) est coassociative (vesp. cocommutative) (A, 1,
p. 143-144), il en est de méme de la cogébre (E*, ¢} ).
Cela résulte du lemme suivant:

Lemme 1. — Soit =2 E— E' un morphisme surjectif de cogébres. St E est coassociative
(resp. cocommutative), il en esi de méme de E.

Soit B une K-algebre associative; I'application f++f o est un homomor-
phisme njectsf d’algeébres de Homyg(E', B) dans Homg(E, B). Il suffit alors
d’appliquer la prop. 1 (resp. la prop. 2) de A, III, p. 143 (resp. p. 144).



n® 2 BIGEBRE ENVELOPPANTE D UNE ALGEBRE DE LIE 9

2. Eléments primitifs d’une bigébre

Soient E une bigébre(A, I11, p. 148), ¢ son coproduit, € sa coiinité, 1 son élément
unité. Comme (1) = 1 et ¢(1) = 1 ® 1, on peut appliquer les résultats du n°
précédent avec # = 1. On appelle simplement primitifs (cf. A, III, p. 164) les
¢léments 1-primitifs de E (n° 1, déf. 1), c’est-a-dire les éléments x de E tels que

(5) X)) =2QRQ1 +1& .

+

On écrira simplement =, 3, P(E), ¢* au lieu de =y, %4, P(E), ¢/ .

ProrosiTion 4. — L'ensemble P(E) des éléments primitifs de B est une sous-algébre de
Lie de E.
Si x, y sont dans P(E), on a

clxy) = c(x)e(y) = G R1I+ 1R + 1 Qy)
=1+ 1Ry +xQy +yQx,
d’ol

o([6y) = [xy] @1 + 1 Q [x9].

ProrositioN 5. — Soit f: E — E' un morphisme de bigébres. St x est un élément primitif
de B, alors f(x) est un élément primitsf de E', et la restriction de f ¢ P(E) est un homo-
morphisme d’algébres de Lie P(f): P(E) — P(E').

Soit ¢ (resp. ¢’) le coproduit de E (resp. E’). Puisque f est un morphisme de
cogébres,ona ¢’ o f = (f&Qf) oc, d’olt

C(f®) = (fONM) = (fONERT +1Qx) =f(x) Q1 + 1 f(x),

pour x primitif. Donc fapplique P(E) dans P(E') etPon a f ([, y]) = [f(x),/(¥)]
puisque f est un homomorphisme d’algebres.

Remarques. — 1) Soit pun nombre premier tel que p.1 = 0dans K. La formule du
binéme et les congruences (‘Zb ) = 0 (mod p) pour 1 < i € p — 1 entrainent que

P(E) est stable par Papplication & — 2?.
2) Par définition, le diagramme

<

0->P(E) >E* “>Er@E*

est une suite exacte. Si K’ est un anneau commutatif et p: K — K’ un homo-
morphisme d’anneaux, p*(E) = E Qg K’ est une K’-bigébre et I'inclusion
P(E) — E définit un homomorphisme de K’-algebres de Lie

a: P(E) Q¢ K’ > P(E @ K).
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SiK’ est platsur K (AG, I, § 2, n° 3, déf. 2), il résulte de loc. cit. que le diagramme

¢t Qg Idg/

0—~PE) QK - E* Qg K —— (E"Qx K') Qx (E*®x K')

est une suite exacte, ce qui entraine que o est un isomorphisme.

3. Bigébres filtrées
DErFiNtTION 2. — Soit E une bigébre de coproduit ¢. On appelle filtration compatible avec
la structure de bigébre de E une suite croissante (E,),, 5 o de sous-modules de E telle que

E,=K.1, E=UE,

E,.E,<E,.. pour mn;O, nz=0
(6) o(B) < 2 Im(E,@F) pourn> 02
On appelle bigebre filtrée une bigébre munie d’une filtration compatible avec sa struc-
ture de bigébre.
Exemple. — Soient E une bigébre graduée (A, III, p. 148, déf. 3), (E"),5, sa

n
graduation. Posons E, = iZO E'. La suite (E,) est une filtration compatible avec

la structure de bigebre de E.

ProrosiTioN 6. — Soient E une bigébre filtrée, (E,),5 o sa filtration. Pour tout entier
n>0,s0itE" =E,NE*. Alors Eg = {0} et
n—1

7) H(EF) © 2 Im(Ef @E)  pourn > 02

Comme E, = K.l,onaEf = 0.Sixc E,, onan(x) = x — &(x).1 (formule
(1)), ot n(x) e E;f et n(E,) = E; . Hen résulte que = & = applique Im(E; Q E,)
dans Im(Ef® E;) pour ¢ > 0,7 > 0. Commec¢* = (n @) o ¢ dans E* (n°1,
prop. 2), on a d’aprés (6)

n n—=1
HEH © 2, ImEQEL) = 2, In(E QEL).

COROLLAIRE. ~— Les éléments de E{ sont primitifs.
SixeE;,onac*(x) = 0 daprés (7), d’oit (5).

4. Bigébre enveloppante d’une algébre de Lie

Rappelons que g désigne une algébre de Lie, et U son algébre enveloppante,
munie de sa filtration canonique (U,), 0.

1Si A et B sont deux sous-modules de E, on désigne par Im(A Q B) P'image de I'application
canonique A @ B — E & E.
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PrOPOSITION 7. — Il existe sur Palgébre U un coproduit ¢ et un seul faisant de U une
bigébre telle que les éléments de o(g) sotent primitifs. La bigébre (U, ¢) est cocommutative;
sa cotinité est la forme lindaire < telle que le terme constant (chap. I, §2, n° 1) de tout
élément x de U soit e(x) . 1. La filtration canonique (U,), o de U est compatible avec cette
structure de bigébre.

a) Soitx e g;posons ¢o{x) = o(x) @1 + 1 ®o(x) e U Q U. Six,ysontdans g,
on a co(x)eo(y) = (6(x)5(y)) @ 1 + 1 Q (s(x)5(9)) + s(*) Qo) + o(y) & o(x),
d’ot

[eo(x), co()] = co(lx, 9D)-
D’apres la propriété universelle de U (chap. I, § 2, n° 1, prop. 1), il existe un
homomorphisme d’algébres uniféres, et un seul
c:U-UQU

tel que ¢(o(x)) = olx) Q1 + 1 @ o(x) pour xeg. Cela démontre I'assertion
d’unicité de la prop. 7.

b) Montrons que ¢ est coassociatif. Fn effet, les applications linéaires ¢ et ¢” de U
dans U ® U ® U définies par

=(RIdy)oc et "= IdgRc)oc

sont des homomorphismes d’algébres uniféres qui coincident dans o(g) car, pour
aco(g),ona

) =aR1IR1I+1RaRIL+1QRQ1Ra=—<"(a),

d’ou le résultat.

¢) Montrons que ¢ est cocommutatif. Soit = I’automorphisme de U ® U tel que
w(a R b) = b Q a pour a, b dans U. Les applications toc¢ et ¢ de Udans U Q U
sont des homomorphismes d’algébres uniféres qui coincident dans o(g), d’ol le
résultat.

d) Montrons que < est une coiinité pour c. En effet, les applications (Idy Q €) o cet
(e @ Idy) o ¢ de U dans U sont des homomorphismes d’algébres uniféres qui
coincident avec Idy dans o(g).

¢) On sait que Uy =K.1, U, © Upyy, U= U U, et U,.U, < Upy
(chap. I, § 2, n® 6). Soient a,, . . ., ¢, dans 5(g). On a

®) ar..a) = lo@) = [Ta®1+ 104

i=
n
= ZZO a;(i) (@ay- - -Gay) @ (Gog+1)- - - Fot)

ot I(7) désigne I’ensemble des permutations de (1, 2 croissantes danschacun desin-
tervalles (1,7} et 7 + 1, 2). Comme U, est le K-module engendré par les produits
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d’au plus n éléments de 6(g), la formule (8) entraine que la filtration (U,) est
compatible avec la structure de bigebre de (U, ¢).

DerniTioN 3. — La bigébre (U, ¢) est appelée bigebre enveloppante de Ialgébre de
Lie g.

ProrosirioN 8. — Soit E une bigébre de coproduit noté cy et soit h un homomorphisme
d’algébres de Lie de g dans P(E) (n° 2, prop. 4). L'homomorphisme d’algébres uniféres
J: U —E tel que f(c(x)) = h(x) pour tout x € g est un morphisme de bigébres.

Montrons que (f @ .f) o ¢ = ¢g o f. Ce sont la deux homomorphismes d’alge-
bres uniféres de U dans E ® E, et pour ¢ € 5(g), on a

(f®S)e(a) =f(a) @1 + 1 QS(a) = ex(f(a)

puisque f(a) € P(E). De méme, si ey est la coinité de E, ego f est un homo-
morphisme d’algébres uniferes U — K nul dans o(g) (n° 1, prop. 1) et coincide
donc avec .

I1 résulte des propositions 5 et 8 que Papplication fi> fo ¢ définit une corres-
pondance biunivoque entre homomorphismes de bigébres U(g) — E et homo-
morphismes d’algeébres de Lie g — P(E).

COROLLAIRE. — Sovient ¢; (i = 1, 2) une algébre de Lie, U(g;) sa bigébre enveloppante,
c;: 8, — Ul(g;) Dapplication canonique. Pour tout homomorphisme d’algébres de Lie
h: g — 89, Uhomomorphisme d’algébres uniféres U(R): U(gy) — Ulgy) tel que
U(h) o6, = 650 h (chap. I, § 2, n° 1) est un morphisme de bigébres.

5. Structure de Ia cogébre U (g) en caractéristique 0.

Dans ce n° on suppose que K est un corps de caractéristique 0.

Soient S(g) P'algébre symétrique de I’espace vectoriel g, cg son coproduit
(A, IIL, p. 139, Exemple 6), v 'isomorphisme canonique de Pespace vectoriel
S(g) sur Pespace vectoriel U {(chap. I, § 2, n° 7). Rappelons que si %y, . . ., x, sont
dans g, on a

©) A ) = & D (v -0(tn)-

n_! T€Cn
En particulier, pour xegetn > O,on a
(10) (") = o{x)"

Remarquons, d’apres A, II1, p. 68, Remarque 3, que v est Punique application
linéaire de S(g) dans U satisfaisant a la condition (10).
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PropostrioN 9. — Pour tout enier n > 0, soit U™ le sous-espace vectoriel de U engendré
par les o(x)" pour x € g.

a) La suite (U™),., est une graduation de Uespace vectoriel U compatible avec sa
structure de cogébre.

Munissons U de la graduation (U").

b) Lapplication canonique n: S(g) ~ U est un isomorphisme de cogébres graduées.

Soient x e getneN. On a

1) o) =l = 621+ 109" = 2 (e @

puisque ¢g est un homomorphisme d’algebres. De méme, d’apres (10),

c(n(¥) = ¢(o(x)") = ¢(o(x))” = (c(x) @1 + 1 @ o(x))"
(12)

= é:o(:.l)o(x)i Qo(x)*~t = 21: (?)W(xi) & (a7,
d’ou

(n @ ) (cs(x™) = ¢(n(>")).

Comme les #®, pour xeg et neN, engendrent Pespace vectoriel S(g), on a
(1 & ™) o ¢g = ¢ o, et 7 est un isomorphisme de cogebres.

Par ailleurs, la formule (10) montre que %(5"(g)) = U®, ce qui achéve de
démontrer a) et b) compte tenu de ce que la graduation de S(g) est compatible
avec sa structure de cogébre.

La graduation (U"),, de U est appelée graduation canonique.
COROLLAIRE. — L’application canonique o définit un isomorphisme de ¢ sur Ualgébre de

Lie P(U) des éléments primitifs de U.
Comme ¢* est un homomorphisme gradué de degré 0, on a

P(U) = 2. (P(U) N UM,
11 suffit de prouver que si z > 1 et si a € U” est primitif, alors 2 = 0. Or @ s’écrit
2 Map, ot A € K, g; € 6(g). D’apres (12), le terme de bidegré (1,2 — 1) de ¢ (@)
est nZ \g; ®ar ™t On a donc 21: My QaT =0, 81 pUQRU—-U est

Papplication linéaire définie par la multiplication de U, on a donc
a = iZkia? = [L(Z Ny R a{”"l) = 0.
n
Remarques.— 1) On a U, = 2, Ut (chap. 1,§2,n° 7, cor. 4 du th. 1).

2) IL’application 7 est "'unique morphisme de cogebres graduées de S(g) dans
U tel que n(1) =1 et y{x) = o(x) pour xeg. En effet, si %" est un mor-
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phisme satisfaisant a4 ces conditions, prouvons par récurrence sur n que
n—1
i=1
(3)et(11),ona (n @) (cs (x™) = (0 @7')(cs (x*)) par Phypothése de récurrence.
Il s’ensuit que ¢t (n(x™) = ¢*(v'(x™); il en résulte que 7n(x") — %'(x*) est un
élément primitif de degré n, donc est nul (cor. de la prop. 9).
3) Soit ¢ Iisomorphisme canonique de la bigébre TS(g) sur la bigébre S(g)
(A, IV, § 5, cor. 1 de la prop. 12). L’application
ned: TS(g) = U
est dite canonique. C’est Punique morphisme 7’ de cogebres graduées de TS(g)
dans U tel que 5'(1) = 1 et 7'(x) = o(x) pour tout x € g.
4) Soit V un espace vectoriel. Les éléments primitifs de la bigébre S(V) sont
les éléments de degré 1. Cela résulte en effet du cor. de la prop. 9 appliqué a
I’algebre de Lie commutative V.,

7' (¥") = 7(x") pour x€g et n > 1. Comme ¢g (x™) = 2 (?)x’ & &~ d’apres

Soit (¢;);; une base du K-espace vectoriel g, ot 'ensemble d’indices I est
muni d’un ordre total. Pour tout « € N, on pose

O.(ei)oc(i)
ieT  aff)!

(13) by, =

Les ¢,, pour |a| < n, forment une base du K-espace vectoriel U, {chap. I, § 2,
n® 7, cor. 3duth. 1). Ona

ey =1, ¢, = o(e) pouriel.

3
Comme Palgebre graduée associée a 1’algebre filtrée U est commutative (loc. cit.,
th. 1), on a, pour «, B dans N,

(14) a3 = ((“: B)) “Cuip mod. U!ocI+IBI—1’

o (o ) = [ ] LS B,

D’autre part, on a aussitdt
(15) gleg) = 1, e(e,) =0  pour |« = 1.

Enfin, la formule (12) entraine que, pour « € N®, on a

(16) o(ea) = & Q o

Cette formule permet de déterminer I’algebre U’ = Hom(U, K) duale de la co-
gébre U (A, I, p. 143). Soit en effet K[[X]];; algebre des séries formelles par
rapport 4 des indéterminées (X;);¢r (cf. A, III, p. 28); si A€ U’, notons f; la
série formelle

B+y=a

S = ; e >X, avec X% = H Xew,

iel
Pindice de sommation o parcourant N®,
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Prorosirion 10. — L’application A= f, est un isomorphisme de Palgébre U’ sur
Palgébre de séries formelles K[[ X111

Du fait que (e,) est une base de U, Papplication A — f, est K-linéaire et bijective.
D’autre part, pour A, p. dans U’, on a

Fn = 20 69K = 2 A @ p, c(eg) X
=200, 2 6@ X (dapres (16))

+v

= 2.0, e, eXP*Y = £y

ce qui montre que A+ f; est un isomorphisme d’algébres, et achéve la démonstra-
tion.

6. Structure des bigébres filtrées en caractéristique 0

Dans ce n° on continue de supposer que K est un corps de caractéristique 0.
Si E est une bigebre, I'injection canonique P(E) -~ E se prolonge en un
morphisme de bigébres fiz: U(P(E)) — E (n° 4, prop. 8).

TutorEME 1. — Soit E une bigébre cocommutative.

a) Le morphisme de bigébres f: U(P(E)) — E est injectif.

b) S°il existe sur . une filtration compatible avec sa structure de bigébre (n° 3, déf. 2),
le morphisme f3 est un isomorphisme.

(Dans le cas 4), la bigebre E s’identifie donc & la bigebre enveloppante de
algébre de Lie de ses éléments primitifs.)

Soit ¢y (resp. eg) le coproduit (resp. la coiinité) de E. Posons ¢ = P(E); soit
(¢)); 1 une base du K-espace vectoriel g, o I'ensemble d’indices I est muni d’un
ordre total, et soit (¢,).n® la base de U(g) introduite au n° précédent. Posons
X, = fulén) pour « e N®, D’apres (15) et (16), on a:

(17) ex(Xo) =1, (X)) =0  pourle] =1,
(18) n(X,) = Bgza X, ®X,  pour a € N®,

puisque fy est un morphisme de cogébres.
Montrons que fg est injectif. Cela résulte du lemme suivant:

Lemme 2. — Soit V un espace vectoriel, et soient E une cogébre, f: S(V) — E un morphisme
de cogébres. Si la restriction de fa S°(V) + SY(V) est injective, alors f est injectif.
Soit n > 0; posons S, = iZn Si(V), notons cg le coproduit de S(V), et mon-

trons par récurrence sur # que f| S, est injectif. L’assertion étant triviale pour
n=0etn=1,supposons n > 2 etsoitucS, tel que f(z) = 0.0na
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0 = eu(f(®) = (S@S)(es(®))
=f) @1+ 1Qf(u) + (fQS)(es ()
= (f @) (s w).
Comme ¢g (1) € S,_1 & S, _1, Qaprés (11) Phypothése de récurrence monire que
u est un élément primitifde S(V), donc est de degré 1 (n° 5, Remarque 4), donc nul,
puisque f| SY(V) est injectif.
11 en résulte en particulier que la famille (X,) est lbre.
Montrons que fy, est surjectif si E posséde une filtration compatible avec sa struc-
ture de bigebre. Soit (E,), 5, une telle filtration, et posons E; = E, N Ker(eg).
Démontrons par récurrence sur z que E est contenu dans 'image de 3. Comme

E=K.1 + nL>Jo E,, cela entrainera la surjectivité de fg. L assertion est triviale

pour z = 0, et résulte du cor. de la prop. 6 du n® 3 pour n = 1; supposons dé-
sormais n > 2, et soit x € E; . D’aprés la prop. 6 du n® 3, on a

n—1

@@e 2 B QB

et il existe d’aprés I'hypotheése de récurrence des scalaires A, 5, pour «, 8 dans
N®, nuls sauf un nombre fini d’entre eux, tels que

(19) ) = 2, 2K @ X
Drapres la formule (18), on a donc

(i @I ([ () = 2 MrpXe @ X, @ X,

®%sB,Y#0
(Ide @ )k (1) =, 2 hperXea @ Xp @ X,
D’apres la prop. 3 du n° 1, et I'indépendance linéaire des X, on a donc

(20) }\oc+B.Y = 7\0t,l3+v pour a, B’ Y dans N® — {0}-

Par ailleurs, le coproduit ¢z est cocommutatif; le méme raisonnement que ci-
dessus entraine

(21) s = Mo pour a, B dans N® — {03},
Supposons qu’il existe une famille de scalaires (1,) pour || > 2, telle que

(22) Potp = Moup pour «, B dans N® — {0}.

On a alors

B = 2 X ®@Xp = 2wt (X),

«,B#0 Iviz2

d’aprés Ja formule (18), doncy = x — mzz ®, X, est primitif, donc appartient a
P(E) < Im(fg). On a donc
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2, o fule) € Im( ).

x=y+
y vl=2
La démonstration sera donc achevée lorsque nous aurons démontré le lemme

suivant:

Lemme 3. — % une famille de scalaires (A, p) de support fini (pour a, § dans N® ~ {0})
satisfait aux relations (20) et (21), il existe une famille (ko) a5 de support fini telle que
Baip = Mg, ppour «,B non nuls.

11 suffit de prouver que

(23) » a+B=y+5

entraine A, 5 = A\, pour «, B, v, 3 non nuls. D’aprés le lemme de décomposition
de Riesz (A, VI, § 1, n° 10, th. 1), il existe =, p, o et = dans N© tels que

« =7 + o, B=p+ Y=7n+p, =0+ 17
Supposons = # 0; comme ona o + = p + 3, la relation (20) entraine

A = Axros = Aors = Mprs = Auep,s = Myae
Siparcontreonarw =0,onaf =y + tetd = a + 7, dolt

A = Aoyt = Agrry = Aoy
d’aprés (20), mais on a aussi 25, = A, 5 d’apres (21), d’olt A5 = Ay

§ 2. Algébres de Lie libres
1. Rappels sur les algébres libres

Soit X un ensemble. Rappelons la construction du magma libre M(X) construit
sur X (A, I, p. 77). Par récurrence sur I’entier n > 1, on définit les ensembles X,
en posant X; = X et en prenant pour X, ’ensemble somme des ensembles
X, x X,_ppourp =1,2,...,n — 1; si X est fini, il en est de méme de chacun
des X,,. I’ensemble somme de la famille (X,), ., est noté M(X); chacun des en-
sembles X, (et en particulier X) est identifié a une partie de M(X). Soient w et
w’ dans M(X); on note p et ¢ les entiers tels que w e X, et w’' € X, et Pon pose
n = p + ¢q; 'image du couple (w, w’) par I'injection canonique de X, x X, _,
dans X, se note w.w’ et s’appelle le produit de w et »’'. Toute application de X
dans un magma M se prolonge de maniére unique en un homomorphisme de
magmas de M(X) dans M.

Soit w dans M(X); 'unique entier » tel que w € X, s’appelle la longueur de w
et se note [(w). Ona l(w.w") = l(w) + [{w") pour w, w’ dans M(X). L’ensemble
X est la partie de M(X) formée des ¢léments de longueur 1. Tout élément w de
longueur >2 s’écrit de maniére unique sous la forme w = w’.w".

L’algébre du magma M(X) a coeflicients dans Panneau K est notée Lib(X),
ou Libg(X) lorsqu’il y a lieu de préciser anneau K. L’ensemble M(X) est une
base du K-module Lib(X), et X sera donc identifié 4 une partie de Lib(X). Si A
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est une algebre, toute application de X dans A se prolonge de maniére unique en
un homomorphisme de Lib(X) dans A (A, III, p. 22, prop. 7).

2. Construction de Palgébre de Lie libre

DEriniTioN 1. — On appelle algébre de Lie Libre sur Uensemble X [Dalgébre quotient
L(X) = Lib(X)/a 02 a est U'idéal bilatére de Lib(X) engendré par les éléments de U'une des
Jformes

(1) Qa) = a.a  pour a dans Lib(X),
(2) Jla, by¢) = a.(b.c) + b.(¢c.a) + ¢.{a.})
pour a, b, ¢ dans Lib(X).

I1 est clair que L(X) est une K-algebre de Lie; le composé de deux éléments
u, v de L(X) sera noté [u, 2]. Lorsqu’il y a lieu de préciser ’anneau K, on écrit
L (X) pour L(X).

La proposition suivante justifie le nom d’algébre de Lie fibre donné a L(X).

Proposrtion 1. — Soient § Uapplication canonique de Lib(X) sur L(X) ef ¢ la restric-
tion de U @ X. Pour toute application f de X dans une algébre de Lie g, il existe un homo-
morphisme F: L(X) — g et un seul tel que f = F o o.

a) Existence de F: soit & 'homomorphisme de Lib(X) dans g prolongeant f
(n° 1). Pour tout a dans Lib(X), on a A(Q(a)) = k(a.a) = [k(a), 2(a)] = 0; de
méme, Pidentité de Jacobi satisfaite par ¢ entraine 2(J(a, b, ¢)) = O pour a4, b, ¢
dans Lib(X). On en déduit i(a) = 0, d’olt un homomorphisme F de L(X) dans
g tel que £ = F o {. Par restriction 4 X, on obtient f = F o ¢.

b) Unicité de F: soit F': L(X) - ¢ un homomorphisme tel que f = F' o ¢. Les
homomorphismes F o ¢ et F' o § de Lib(X) dans g coincident dans X, donc sont
égaux; comme ¢ est surjective, on a F = F',

COROLLAIRE 1. — La famille (p(x)) % est libre sur K dans L(X).
Soient %y, £, . . ., X, des éléments distincts de X et Ay, .. ., A, dans K tels que

(3) 7\1~<P(x1) +e+ )‘n-cp(xn) = 0.

Soit g lalgtbre de Lie commutative ayant K comme module sous-jacent. Pour
i =1,2,...,n, il existeunhomomorphisme F; de L(X) dans g tel que F; (¢(x,)) = 1
et F;(p(x)) = 0 pour & # x; (prop. 1); appliquant F; 2 la relation (3), on trouve
A = 0. :

COROLLAIRE 2. — Soit a une algébre de Lie. Toute extension de L(X) par o est inessenti-
elle.

Soita—> 6 —> L(X) une telle extension (chap. I, § 1, n° 7). Comme p estsur-
jective, il existe une application fde X dans g telle que ¢ = p. o f. Soit I ’homo-
morphisme de L(X) dans g tel que f=Foo (prop. 1). On a (poF)ogp =
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g o f = @, ctla prop. 1 montre que p. o F est 'automorphisme identique de L{X).
L’extension donnée est donc inessentielle (chap. I, § 1, n° 7, prop. 6 et déf. 6).

Comme ’anneau K n’est pas réduit & 0, le cor. 1 dela prop. 1 montre que ¢ est
injective. On peut donc identifier au moyen de ¢ Uensemble X & son image dans L(X) ; avec
cette convention, X engendre L(X) et toute application de X dans une algébre
de Lie g se prolonge en un homomorphisme d’algébres de Lie de L(X) dans g.

Remarque. — Lorsque X est vide, M(X) est vide, donc L(X) = {0}. Si X a un
seul élément x, le sous-module K. x de L.(X) est une sous-algébre de Lie de L(X);
comme X engendre L(X), le cor. 1 de la prop. 1 montre que L(X) est un module
libre de base {x}.

3. Présentations d’une algébre de Lie

Soient g une algébre de Lie et @ = (g,);; une famille d’éléments de g. On note
Ja Phomomorphisme de L(I) dans g appliquant tout ¢ € I sur a;. L’image de f, est
la sous-algebre de g engendrée par a; les éléments du noyau de f, s’appellent les
relateurs de la famille a. On dit que la famille a est génératrice (resp. libre, basique)
si f, est surjectif (resp. injectif; bijectif).

Soit g une algébre de Lie. Une présentation de g est un couple (a, r) formé
d’une famille génératrice @ = (4;);.; et d’'une famille r = (r,); .5 de relateurs de
a engendrant I’idéal de L(I) noyau de f,. On dit aussi que g est présentée par la
famille a liée par les relateurs r; (jeJ).

Soient I un ensemble et r = (r,),.; une famille d’éléments de Palgtbre de
Lie libre L(I); soit a,I'idéal de L(I) engendré par r. L’algébre quotient
L(I, r) = L(I)/a, Sappelle I’algébre de Lie définie par I et la famille de relateurs
(;)je5; on dit aussi que L (I, r) est définie par la présentation (I, r), ou encore par
(I; (r; = 0);¢4). Lorsque la famille r est vide, on a L(I, r) = L(I).

Soient I et r comme précédemment; notons ; I'image de ¢ dans L(I, r). La
famille génératrice & = (&), et la famille de relateurs r constituent une pré-
sentation de L(I, r). Réciproquement, si g est une algébre de Lie et (a, r), avec
a = (a);e1, une présentation de g, il existe un unique isomorphisme
u: L(I, r) — g tel que u(&;) = g; pour tout ;e 1.

4. Polynémes de Lie et substitutions

Soit I un ensemble. Notons T, I’image canonique de I’élément ¢ de I dans L(I)
(que I’'on note aussi parfois L((T});<1)); les éléments de L(I) s’appellent polyndmes
de Lie en les indéterminées (1)), ;.

Soit g une algébre de Lie. Si £ = (4);.; est une famille d’éléments de g,
notons f, ’homomorphisme de L(I) dans g tel que f,(T,) = ¢, pourzel (n°2,
prop. 1). L’image par f, de Pélément P de L(I) se note P((¢);.1). En particulier,
on a P((Ty);e1) = P; P’élément P((3);.1) précédent s’appelle parfois ’élément
de g obtenu par substitution des ¢ aux T; dans le polynéme de Lie P((T});ey)-
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Soit 6:g— ¢’ un homomorphisme d’algébres de Lie. Pour toute famille
t = (4;);e1 d’éléments de g et tout Pe L(I), on a

(4) o(P((t)ie1)) = P((o(t))ien)s
car ¢ o f, applique T; sur o(z), pour i e 1.

Soit (Q;); ¢ 5 une famille d’éléments de L(I), et soit P € L(J). Par substitution
des Q; aux T; dans P, on obtient un polynéme de Lie R = P((Q;), ) € L(I).
Ona

(%) R((#)ier) = P((Q{(t)ie))iea)s
pour toute famille ¢ = (f,);.; d’éléments d’une alge¢bre de Lie g, comme on le
voit en transformant par ’homomorphisme f; Pégalité R = P{(Q,);.;) et en
tenant compte de (4).

Soient g une algébre de Lie, I un ensemble fini, et P € L(I). Supposons que
g soit un K-module libre. L’application

P:gl>g
définie par P((t);c1) = P((£);c1) est alors polynomiale.* En effet, Pensemble F des
applications de ¢! dans g est une algébre de Lie pour le crochet défini par

(6) [o 41(2) = [ (#), $()];

Pensemble F’ des applications polynomiales de ¢' dans g en est une sous-algebre
de Lie, d’aprées la bilinéarité du crochet. Notre assertion résulte alors de ce que
Papplication P> Pestun homomorphisme d’algébres de Lie et que T; = pr;e F/
pour tout <.

>

5. Propriétés fonctorielles

ProrosiTion 2. — Soient X et Y deux ensembles. Toute application u: X -~ 'Y se pro-
longe de maniére unique en un homomorphisme d’algébres de Lie L(u): L{X) — L(Y).
Pour toute application v: Y —Z, on a L(v o) = L(v) o L().

L’existence et P'unicité de L(z) résultent de la prop. 1 du n°® 2. Les homo-
morphismes L(v o #) et L(v) o L(#) ont méme restriction & X, donc sont égaux

(prop. 1).

COROLLAIRE. — ST u est injective (resp. surjective, bijective), il en est de méme de L(u).

L’assertion étant triviale pour X = §, supposons X ## . Si u est injective, il
existe une application v de Y dans X telle que v o u soit Papplication identique de
X; d’aprées la prop. 2, L(v) o L(u) est Pautomorphisme identique de L(X), donc
* Rappelons (A, IV, § 5, n° 10, n°l édition) la définition des applications polynomiales d’un module

libre M dans un module N: si ¢ est un entier >0, on dit qu’une application f: M -> N est poly-
nomiale homogéne de degré ¢ 5’il existe une application multilinéaire u de M¢? dans N telle que

Sx) =ulx,..., %) pour tout x € M.

Une application de M dans N est dite polynomiale si elle est somme finie d’applications polynomiales
homogeénes de degrés convenables.
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L() est injective. Lorsque  est surjective, il existe une application w de Y dans X
telle que u o w soit Papplication identique de Y; alors L{u) o L(w) est Papplica~
tion identique de L(Y), ce qui prouve que L(x) est surjective.

Soit X un ensemble et soit S une partie de X. Le corollaire précédent montre
que P'injection canonique de S dans X se prolonge en un isomorphisme « de L(S)
sur la sous-algebre de Lie L'(S) de L(X) engendrée par S; nous identifierons L(S)
¢t L’(S) au moyen de o.

Soit (8,) 1 une famille filtrante croissante de parties de X, de réunion S. La re-
lation S, = S, entraine L(S,) < L(S;), donc la famille des sous-algébres de Lie
L(S,) de L(X) est filtrante croissante. Par suite, g = UI L(8,) est une sous-

ae

algébre de Lie de L(X); ona S < g, d’ou L(S) < g, et comme L(S,) < L(S)
pour tout « €I, on a ¢ < L(S). Donc

(7 LU S) = U LSJ

pour toute famille filtrante croissante (S,)y <1 de parties de X,

Appliquant ce qui précéde a la famille des parties finies de X, on voit que tout
élément de L(X) est de la forme P(x,,.. ., x,) ot P est un polynéme de Lie & n
indéterminées et x, . . ., x, sont des éléments de X,

Proposrtion 3, — Soit K’ un anneau commutatif non réduit a {0}, et soit u: K — K’ un
Fomomoiphisme d’anneaux. Pour tout ensemble X, il existe un homomorphisme de K'-
algébres de Lie et un seul

v: Lg(X) @ K’ — L (X)
tel que v(x @ 1) = x pour x € X. De plus, v est un isomorphisme.

Appliquant la prop. 1 4 g = Ly (X) considérée comme K-algébre de Lie, et
a4 lapplication xr>x de X dans ¢, on obtient un K-homomorphisme
Lx(X) = L (X), d’ot un K’'-homomorphisme »: Lg(X) & K’ — L. (X). Le
fait que v soit unique et soit un isomorphisme résulte du ce que le couple
(Lg(X) @K', x+>x @ 1) est solution du méme probléme universel que le
couple (L. (X), x — x).

Remarque. — Soient b’ une K'-algebre de Lie et b la K-algébre de Lie déduite de
b’ par restriction de I'anneau des scalaires. Si P e Lg(X), on peut définir

P: pX —p (n° 4). On voit aussitét que
P= (e~

6. Graduations

Soit A un monoide commutatif, noté additivement. On note ¢, une application
de X dans A et ¢ 'homomorphisme du magma libre M(X) dans A qui prolonge
9. Pour tout 3 € A, soit Lib*(X) le sous-module de Lib(X) ayant pour base la
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partie ¢~ 1(3) de M(X). La famille (Lib%(X));c 4 est une graduation de I’algébre
Lib(X), c’est-a-dire que I'on a

(8) Lib(X) = 669A Lib%(X)
(9) Lib%(X).Lib¥(X) < Lib®*¥(X)  pour §, 8 dans A

(A, 111, p. 31, Exemple 3).

Lemme 1. — L’idéal o de la définition 1 est gradué.
Pour a, b dans Lib(X), posons B(a, ) = a.b + b.a. Les formules

(10) B(s,4) = Q(z + b) ~ Q@) — Q)
() QUyoawy + -+ + hytwy) = 20Q(w) + 2, WAB(w, w)

pour wy, ..., w, dans M(X) et A,..., A, dans K, montrent que les familles
(Q(4)) g erime €t (Q(w), B{w, w'))y,u e Moy engendrent le méme sous-module de
Lib(X). Comme J est trilinéaire, I'idéal a est engendré par les éléments homo-
genes Q(w), B(w, w') et J(w, w', w") pour w, w’, w" dans M(X), donc est gradué

(A, II1, p. 32, prop. 1).
C.Q.F.D.

Munissons P'algebre de Lie L(X) = Lib(X)/a de la graduation quotient. La
composante homogeéne de degré § de L(X) est notée L¥(X); c’est le sous-module
de L(X) engendré par les images des éléments w € M(X) tels que o(w) = 3.

Nous utiliserons surtout les deux cas particuliers suivants:

a) Graduation totale: on prend A = N et ¢y(x) = 1 pour tout xe X, d’ou
o(w) = l(w) pour w dans M(X). Le K-module L"(X) est engendré par les images
des éléments de longueur z dans M{X), que nous appellerons alternants de degré n.
Nous verrons plus tard que le module L*(X) est libre et admet une base formée

d’alternants de degré n (n° 11, th. 1). On a L(X) = n@l L*(X), et L}(X) admet
X pour base (n° 2, cor. 1 de la prop. 1). Par construction de M(X), on a

n—-1

(12) LX) = 2, [L7(X), L*?(X)]
et en particulier
(13) LX), Lr(X)] = LX),

b) Multigraduation: on prend pour A le monoide commutatif libre N® con-
struit sur X. E’application ¢, de X dans A est définie par (@q(x))(*") = 84, OU
3, est le symbole de Kronecker. Pour w € M(X) et x € X, Pentier (¢(w))(x) est
¢le nombre d’occurrences de la letire x dans w». Pour « dans N, on pose

[} = xe a(x), ot |o(w)| = {(w) pour tout w dans M(X). On en déduit
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(14) LX) = D LxX);

of=

on a évidemment

(15) [L¥(X), L8(X)] = L*+8(X) pour «, § dans N®,

ProrosITION 4. — Soit S une partie de X. Si Pon identifie N® & son tmage canonique
dans N® (A, I, p. 89), on a L(S) = Z LX(X). De plus, pour fout o € N®, [a

aeN®)
composante homogéne de degré o pour la multigraduation de L(S) est égale ¢ TX(X).
Soit & € N®. Le module L*(S) est engendré par les images dans L{X) des
éléments w de M(S) tels que p(w) = «, c’est-a-dire (A, I, p. 91, formules (23) et
(24)) T’ensemble des w de M(X) tels que ¢(w) = a. On a donc L*(S) = L*(X).

La proposition résulte de 1a et de la relation L(S) = L*(S).

oeNGS

COROLLAIRE. — Pour toute famille (S;); 1 de parties de X, on a

(16) L(QI s,.) = [1L(S).
Cela résulte de la prop. 4 et de la formule évidente
(17) N® — QI NS

o1 'on a posé S = QI S;.
1

7. Suite centrale descendante

ProPOSITION 5. — Sotent g une algébre de Lie et P un sous-module de g. Définissons les
sous-modules P, de g par les formules P, = P et P,y = [P, P,] pourn = 1. Alorsona

(18) [P, Pu] < Prsns
n—1
(19) P, = 2 [P, P,.,] powrn > 2.

Démontrons (18) par récurrence sur m. Le cas m = 1 est clair. D’apres
Pidentité de Jacobi, on a

[P, P}, P} = [Pp, [P, Pl + [P, [Py, P,
c’est-a-dire
[Pr+1s Pl < [P, Pasal + [P, [P Pl
L’hypothese de récurrence entraine [P, P,y 1] © Pyipiiet [Py, Po] < Pryns
d’ou
[Pm+1> Pn] < Pm+n+1 + [Pa Pm+n] = Pm+n+1°
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n—-1
D’aprées la formule (18), ona P, = pzl [P, P,_,]1 > [P, P,_1] =P, ,d’0i (19).

Lorsque 'on prend P = g, 1a suite (P,) est la suite centrale descendante (™) de g
(chap. I, § 1, n° 5, 2¢me édition).* On a donc:

PROPOSITION 6. — Soient g une algébre de Lie et (678), » 1 la suite centrale descendante de g.
Ona
[€™g, €"g] < €™*"g pourm = letn > L.

Généralisant la déf. 1 du chap. I, § 4, n° 1, nous dirons qu’une algébre de Lie
g est nilpotente st €"s = {o} pour n assez grand. On appelle classe de nilpotence
d’une algebre de Lie nilpotente g le plus petit entier z tel que " *'g = {o}.

ProposiTION 7. — Soit X un ensemble et sott n un entier > 1.

a) OnaLr*3(X) = [LY(X), L*(X)].

b) Le module L*(X) est engendré par les élémenis [xy, [%ay .. o [Hn—1, %) .. .]] ok
(%15 - - -, %,) parcourt Uensemble des suites de n éléments de X.

¢) La suite centrale descendante de L.(X) est donnée par €(L(X)) = pzn L (X).

a) Nous appliquerons la prop. 5 avecg = L(X) et P = L(X). Par récurrence
sur #, on déduit de (12) (n° 6) et (19) I’égalité P, = L*(X). La rclation cherchée
équivaut alors a la définition [P, P,] = P, ;.

b) Cela résulte de a) par récurrence sur z.

¢) Posons ¢ = L(X) et g, = pzn L,(X). On a g = g et la formule (13) du
n° 6 entraine [g,, 6,,] < 8, +m, €t en particulier [g, g,] < 6, ;. Par récurrence sur

n,on a €"g < g,. Par ailleurs, de @) on déduit L*(X) < ¥"g par récurrence sur z.
Comme %™g est un idéal de g, la relation L7(X) < %™"g entraine

Lr#i(X) = [LH(X), L/(X)] = %7

d’aprés a). On a donc L?(X) < €"g pour p 2 n, d’olt g, < €.

COROLLAIRE. — Soient ¢ une algébre de Lie et (x;);1 une famille génératrice dans g. Le
n-iéme terme €"g de la suite centrale descendante de g est le module engendré par les crochets
wbbrds %5 [y o oy [Xiy_pp X ]- - N1 pour p > netiy, ... 0, dans L.

Soit f 'homomorphisme de L(I) dans g tel que f(¢) = x; pour tout i el.
Comme (¥;);c; engendre g, on a g = f(L(I)), d’ot "¢ = f(¥*(L(I1))) Laprés
la prop. 4 du chap. 1, § 1, n° 5. Le corollaire résulte alors des assertions &) et )
de la prop. 7.

1 Avec la définition adoptée dans la premiére édition du chap. I, on aurait P, = 4™ 1g.
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8. Dérivations des algéhres de Lie libres

ProposrTion 8. — Soit X un ensemble, soit M un L(X)-module et soit d une application
de X dans M. Il existe une application lindaire D de L(X) dans M, et une seule, pro-
longeant d et satisfaisant a la relation:

(20) D([a, a']) = ¢.D(a") — a'.D(a) pour a, &’ dans L(X).

On définit une algebre de Lie g ayant pour module sousjacent M x L(X) au
moyen du crochet

@an [(m, @), (m', a')] = (a.m" — a'.m, [a, &),

pour g, &’ dans L(X) et m, m" dans M (chap. I, § 1, n° 8). Soit f homomorphisme
de L(X) dans g tel que f(x) = (d(x), x) pour tout x dans X; posons
f(a) = (D(a), u(a)) pour tout ¢ dans L(X). D’apres la formule (21), u est un
homomorphisme de L(X) dans elle-méme; comme on a #(x) = x pour x dans X,
on a #(a) = a pour tout ¢ dans L(X), d’ou

(22) Sf(a) = (D(a), a).

Drapres (21) et (22), la relation (20) découle alors de f{([a, ¢']) = [f(a),f(a')].

Réciproquement, soit D’ une application de L(X) dans M qui satisfasse a la
relation (20") analogue a (20) et prolonge d. Posons f'(¢) = (D'(a), a) pour
aeL(X); d’apres (207) et (21), f7 est un homomorphisme de L(X) dans g,
coincidant avec f dans X, d’ol f* = fet D’ = D.

COROLLAIRE. — Toute application de X dans L(X) se prolonge de maniére unique en une
dérivation de 1.(X).

Lorsque M est égal 3 L{X) muni de la représentation adjointe, la relation (20)
signifie que D est une dérivation.

9. Théoréme d’élimination

Prorosition 9. — Soient S, et S, deux ensembles disjoints et d une application de S; x S,
dans L(Sy). Soit g Palgébre de Lie quotient de L(S; U 8,) par Pidéal qu’engendrent les
éléments sy, s5] — d(s1, 55) pour s; €Sy, 55 € Sy; soit § Papplication canonique de
L(S; U S,) sur g.

a) Pour i = 1, 2, la restriction o, de ¢ & S; se prolonge en un isomorphisme de L(S;)
sur une sous-algébre a; de g.

b) Onag = a; + ay, ay N ay = {0} et ay est un idéal de g.

Pour ¢ = 1, 2, notons ¢; ’homomorphisme de L(S;) dans g qui prolonge ¢,
et q; son image. Il est clair que ¢;(S;) engendre q,.
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Soit 5, €S;; on pose D = ad ¢,(s;). La dérivation D de g applique ¢,(S;)
dans a, d’apres la relation

[01(s1)5 @2(s2)] = $a(d(sy, 52)) pour s, € Sy

comme la sous-algébre a, de g est engendrée par ¢,(S,), on a donc D(ay) < a,.
L’ensemble des x € g tels que ad x laisse stable a, est une sous-algébre de Lie de g,
qui contient @, (S,;) d’aprés ce qui précede, donc aussi ;. On a donc

(23) [a3, 03] < a5,

Par suite a; + a; est une sous-algébre de Lie de g, et comme elle contient ’en-
semble générateur ¢;(S;) U ¢5(S,), on a

(24) a4 + g = g.

Pour tout s; €8,;, il existe une dérivation Dy de L(S;) telle que
D, (ss) = d(s1, 52) pour tout s, dans S, (n° 8, cor. de la prop. 8). L’application
s, > Dy, se prolonge en un homomorphisme D de L(S;) dans I’algébre de Lie des
dérivations de L(S,). Soit b le produit semi-direct de L(S;) par L(S,) corres-
pondant a D (chap. I, § 1, n° 8). En tant que module, b est égal a L(S;) x L(S,),
et ’on a en particulier

(25) [(s1, 0), (0, s2)] = (0, d(s1, 52))

pour s; €S, et 55 € S,.

De (25) on déduit Pexistence d’'un homomorphisme f de ¢ dans b tel que
So1(s1)) = (51, 0) et fpy(s5)) = (0, s5) pour s5; €8S, et s,€ S, On en déduit
aussitot la relation

(26) J(Wa(a) + da(as)) = (a1, a)

pour a, € L(S;) et a; € L(S,).
La relation (26) montre que ¢, et ¢, sont injectifs et que a; M ay; = {0}. Les
formules (23) et (24) entralnent alors la proposition.

ProrosiTion 10 (théoréme d’élimination). — Soient X un ensemble, S une partie de
X, et T Pensemble des suites (5y, ..., 850 %) avec 2 0, 51,...,8, dans S et x dans
X =81

a) Le module 1.(X) est somme directe de la sous-algébre L(S) de L(X) et de 'tdéal a
de L(X) engendré par X — S.

b) Il existe un isomorphisme d’algébres de Lie o de L(T) sur a qui transforme
(S35 - Sp %) en (ad sy 0. .. o ad 5,) (x).

t Pour n = 0, on obtient les éléments de X = S, d’ot X =S < T.
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Soit g I'algébre de Lie construite comme dans la prop. 9 avec les données
S, =8, S, =T, d(s,t) = (5, 815-- 55, %) €T < L(T)

pour £ = (54, ..., 5y, &) dans T ets e S;. Nous identifions L(S) et L(T) a leurs
images canoniques dans g (prop. 9, a)).

Soit ¢ Papplication (s, ..., Sy %) > (ad sy 0 - - - o ad 5,) (x) de T dans L(X).
On a évidemment $(d(s, ¢)) = [5, P(¢)] pour se S et te T, et il existe donc un
homomorphisme a: g — L(X) dont la restriction 2 S est I'identité et dont la res-
triction 4 T est ¢. On a X =8 = T, d’ott un homomorphisme 8: L(X) —g
dont la restriction 4 X = S U (X = 8) est P'identité.

Montrons que « est un isomorphisme, et  ’isomorphisme réciproque. Comme
on a Y(x) = x pour x dans X = S, on voit que « o § coincide avec 'identité dans
X, d’ot a o f = Idyx,. On a par ailleurs [s, t] = d(s, ¢) dans ¢ pour s€ 8, teT,
par construction méme; on en déduit que £ = (s;,...,5, x) est égal dans g &
(ad sy 0--- 0 ad s,)(x), d’olt ¢ = B(«(?)). Comme on a B(x(s)) = s pour s€S
et que S U T engendre g, on a oo = Id,.

Comme a est un isomorphisme de g sur L(X), la prop. 9 montre que la res-
triction de o & L (T) est un isomorphisme ¢ de L(T) sur un idéal b de L(X), tel
que le module L(X) soit somme directe de L(S) et b. On a évidemment

@S0y« -y Suy %) = (ad sy 0...0ads,)(x)

pour (sg,. .., 8, x) dans T.
On a donc ¢(T) < o, 0ol b < a puisque ¢(T) engendre la sous-algebre b de
L(X). Mais b est un idéal et X = S < ¢(T) < b, d’olia < b.

COROLLAIRE. — Soit y € X. L’algébre de Lie libre 1.(X) est somme directe du sous-
module libre K .y et de la sous-algébre de Lie admettant comme famille basique la famille des
((ady)™.z) pourn > O et ze X — {y}.

Il suffit de faire S = {y} dans la prop. 10.

10. Ensembles de Hall dans un magma libre

Soient X un ensemble, M(X) le magma libre construit sur X et M*(X), pour
n € N*, ’ensemble des éléments de M(X) de longueur n (n° 1). Siw e M(X) et
l(w) > 2, on note a(w) et B(w) les éléments de M(X) déterminés par la relation
w = o(w)p(w); on a l(«(w)) <l(w), I(B(w)) <I(w). Enfin, pour u, v dans M(X),
on note u™ I’élément défini par récurrence sur P'entier m > 0 par u% = v et
a1y = u(u™).

DefrinrTioN 2. — On appelle ensemble de Hall relatif a X toute partie H de M(X)
munie d’une relation d’ordre total satisfaisant aux conditions sutvantes:
(A) StueH,veHelu) < I@),mau < o
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(B) OnaX < Het H N M?(X) se compose des produils xy avec x, y dans X et x < y.
(C) Un élément w de M(X) de longueur > 3 appartient @ H si et seulement 1 est de
la forme a(bc) avec a, b, cdans H, bcc H, b < a < bceth < ¢.

ProposiTiON 11. — I existe un ensemble de Hall relatif & X.

Nous allons construire par récurrence sur lentier n > 1 des ensembles
H, < MYX) et une relation d’ordre total sur chacun de ces ensembles:

a) On pose H; = X et on le munit d’une relation d’ordre total.

b) L’ensemble H, se compose des produits xy avec x,y dans X et ¥ < y. On
le munit d’un ordre total.

¢) Soitz > 3 tel que les ensembles totalement ordonnés H,, ..., H, _, soient
déja définis. L’ensemble H;, _, = H, U --- U H,_, est muni de la relation d’ordre
total qui induit les relations données sur Hy, . . ., H, _; et telle que Pon aitw < '
sil(w) < l[{w"). On définit H, comme I’ensemble des produits a(bc) € M*(X) avec
a, b, ¢ dans H;, _; satisfaisant aux relations bce H,,_;, b < a < be, b < ¢ et on
munit H, d’une structure d’ordre total.

Posons H = |J H,,; on munit H de Pordre total défini ainsi: on a w < ' si

nzl
et seulement si [(w) < {(w') ou bien l(w) = [(w') = net w < w’ dans Pensemble
H,. Il est immédiat que H est un ensemble de Hall relatif & X,

Pour toute partie S de X, nous identifions le magma libre M(S) a son image
canonique dans M(X).

ProrosrrioN 12. — Soit H un ensemble de Hall relatif & X et soient x, y dans X.

a) OnaH N M({x}) = {x}.

b) Supposons x < y et soit d, I"homomorphisme de M(X) dans N tel que d,(y) = 1
et dy(z) = 0 pour ze X, z # y. L’ensemble des éléments w e H N M({x, y}) tels que
d,(w) = 1 se compose des éléments x™y pour n entier = 0.

Dapres la déf. 2 (B), ona xeH et HN M2({s}) = 0. Si we H N M({x}),
avecn = [{w) > 3, les éléments a(w) et f(w) appartiennent aussi & H N M({x})
d’aprés la déf. 2 (C). On en déduit aussitbt par récurrence sur n que
HnM"({x}) = 0 pour n > 2, d’ol a).

Démontrons maintenant 5). D’apres la déf. 2 (B), on a ycH et ay e H.
Démontrons par récurrence sur z que x"ye€H pour z entier >2. On a
x"y = x(x(x"~2y)) et Phypothése de récurrence entraine que x" %y e H. On a
I(x) < l(x" %) pour n > 2 et x <y, dod x < 2" %y dans tous les cas; la
condition (C) de la déf. 2 montre que x"y € H. D’autre part, on a bien
dy(x™y) = 1. Inversement, soit w € H N M({x, 3}), avec d,(w) = 1. Si {(w) = 1,
onaw=y;sil(w) =2,onaw=uxy dapres la déf. 2 (B). Si /(w) > 3, on a
w = a(bc), avec a, b, ¢, be dans H N M({x, y}) (déf. 2 (C)). On ne peut pas avoir
d,(be) = 0, car ceci entrainerait bc € M({x}), ce qui est impossible d’aprés a).
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On a donc d,(bc) = 1 et d,(a) = 0, d’ot1 ¢ = x d’aprés ). On en déduit aussitot
parrécurrence sur # = [(w) que w = "~ 'y, ce quiachéve la démonstration de b).

CoROLLAIRE. — 8§ Card X > 2, on a H N M*(X) # 0, pour tout entier n. > 1.

ProrosiTioN 13. — Soit X un ensemble fini possédant au moins deux éléments. On note H
un ensemble de Hall relatif & X. Il existe alors une bijection strictement croissante p — w,
de N sur H et une suite (P,), oy de parties de H avec les propriétés suivantes:

a)y OnaP, =X.

b) Pour tout entier p > 0, on a w, € P,,. .

¢) Pour tout entier n = 1, il existe un entier p(n) tel que tout élément de P, soit de
longueur >n pour tout p = p(n).

d) Pour tout entier p > 0, Densemble P, ., se compose des éléments de la_forme whw
aveci = 0, we P, et w # w,

Comme X est fini, chacun des ensembles M"(X) est fini. Posons
H, = H n M"(X) pour tout z > 1. Le cor. de la prop. 12 montre que I’ensemble
fini H, est non vide. Soit #, le cardinal de H, ; posons v, = Oeto, = uy + -+ + u,
pour n > 1. Comme H, est un ensemble fini totalement ordonné, il existe une
bijection strictement croissante p +—+ w,, de I'intervalle (v, _;, v, — 1} de N sur H,.
11 est immédiat que p > w, est une bijection strictement croissante de N sur H.

Posons P, = X et pour tout entier p > 1, soit P, I’ensemble des éléments w de
H tels que w > w, et que 'on ait, ou bien w € X, ou bien «(w) < w, (remarquons
que si w est de longueur > 2, la relation w e H entraine a(w) € H d’aprés la con-
dition (C) de la déf. 2). On a w, € P,; cela est clair si w, € X et cela résulte de
Pinégalité [(a(w,)) < {(w,) et de la condition (A) de la déf. 2 lorsque w, ¢ X.

Les conditions a) et &) sont donc satisfaites.

Soit # un entier >1 et soit p > v,. Pour tout we Py, on a l(w) > l(w,) > n
d’aprés la définition méme de Papplication p — w,. Ceci établit ¢).

Montrons que tout élément de la forme u = wiw avec i > 0, weP, et
w 5= w,appartient A P, 1. 8i¢ # 0,onal(u) > l(w,) d’oliu > wyetu > w,,;
onau¢Xeta(w) =w, < wyy, dotuecP,,,.Sii=0,onauecP,etu # w,;
onadoncu > wy, d’ottu > w,4;;siun’appartient pasa X, ona a(w) < w, d’ott
a(w) < w,,i;0onaencorenel,, ;.

Réciproquement, soit u € P, , ;. Distinguons deux cas:

o) Iln’existe aucun élément v de M(X) tel que u = w,p. Par définition de P, , ,,
on a u > w,. De plus, si u¢ X, on a «(u) # w, par hypothese faite, et 'on a
a(u) < wyy, puisque u€ P, ;; donc a(u) < w,. DonconaucP, etu # w,.

B) 1l existe v dans M(X) tel que u = w,o. D’apres la déf. 2, on a nécessaire-
ment, soit w, € X, ve X et w, < v, soit v¢ X et a(v) < w, < v. Dans les deux
éventualités, onave P, ;.

Ceci posé, il existe un entier 7 > 0 et un élément w de M(X) tels que u = w/)w,
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ct ou bien w € X, ou bien w ¢ X et a(w) # w,. Siz = 0, on est dans le cas &) ci-
dessus, d’ott w € P, et w # w,. Sii > 0, la démonstration de B) ci-dessus établit,
par récurrence sur i, les relations weP,,; et w # w,. Supposons w ¢ X; de
weP,,; on déduit «(w) < w, et comme on a a(w) # w,, on conclut que
w € P,. Ceci achéve de prouver d).

Exemple. — Supposons que X ait deux éléments x, y; ordonnons X de telle sorte
que Pon ait ¥ < y. La construction donnée dans la démonstration de la prop. 11
fournit un ensemble H qui a 14 éléments de longueur <5 donnés dans le tableau
suivant:

H, w =x Wy =Y

H, ws = (xy)

H, w, = (x(xy)) ws = (y(xy))

H,  ws= (x(x(xy))) wr = (y(x(xy))) ws = (y(y(xy)))

Hy  wy = (x(x(x(x))))  wio = (y(x(x(x9))))  wn = (9(y(x(x9))))
wie = (y(y(¥(x))))  wis = (W) (=) wia = () (¥(9)))-
(On a numéroté les éléments de H suivant les relations d’ordre total choisies dans
chaque H,.)

11. Bases de Hall d’une algébre de Lie libre

On conserve les notations du n° précédent.

TrutorEME 1. — Soient H un ensemble de Hall relatif @ X et V' Papplication canonique
de M(X) dans Ualgébre de Lie libre L(X). Larestriction de'V' a H est une base du module
L(X).

Pour tout élément w de H, on pose @ = ¥'(w).

A) Cas ot X est fins.

Si X est vide, il en est de méme de M(X) et donc de H, et L(X) est réduit &
0. Si X a un seul élément x, H N M"*(X) est vide pour z > 2 (prop. 12 a)). Par
suite, on a H = {x}; on sait aussi (n° 2, Remargue) que le module L(X) est libre
de base {¥}. Le théoréme est donc vrai lorsque X a au plus un élément.

Supposons désormais que X ait au moins deux éléments; choisissons des
suites (w,) et (P,) ayant les propriétés énoncées dans la prop. 13. Pour tout entier
p = 0, on note L, le sous-module de L(X} engendré par les éléments &; pour
0 < ¢ < p et g, la sous-algebre de Lie de L(X) engendrée par la famille (z),cp,.

Lemme 2. — Pour tout entier p > 0, le module L., admet la famille (%)< <, pour base,
Ualgébre de Lie g, admet (1), cp, pour famille basique, et le module 1.(X) est somme directe
de L, et g,

Onal, = {0} et g, = L(X), et le lemme est vrai pour p = 0. Raisonnons par
récurrence sur p. Supposons donc que le lemme soit vrai pour un entier p > 0.
Posons #; ., = (ad @,)".% = ¥(wlw) pouri > 0, we P, w # w,. D’aprés le cor.
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de la prop. 10 du n° 9, I’algébre de Lie libre g, est somme directe du module T,
de base {@,} et d’une sous-algébre de Lie b, admettant F = (% )15 0,wep,,w#w,
pour famille basique. D’aprés la prop. 13d), la famille (%),.p,,, est égale & &,
donc est une familie basique de b, = g,,71. Onadonc L(X) =L, ® T, ® 6,1
etcommeLl,,; =L, + Ty,onaL(X) =L, ,; ® 6,1 ¢t (@o, @By, - - -5 Wp_1, Dy)
est une base du module L, ;.

C.Q.F.D.

Soit # un entier positif. D’aprés la prop. 13¢), il existe un entier p(n) tel que P,
n’ait que des éléments de longueur >=r pour p > p(n). Pour p = p(n), la sous-
algébre de Lie g, de L(X) est engendrée par des éléments de degré >n, donc
1L*(X) Nng, = {0}. Par ailleurs, les éléments w; de L(X) sont homogenes et la
famille (#;)o<s<, est une base d’'un module supplémentaire de g,. Il en résulte
immédiatement que la famille des éléments @, de degré n est une base du module
L*(X), et que la suite (&;);, est une base du module L(X).

B) Cas général.

Si S est une partie de X, rappelons que M(S) est identifié au sous-magma de
M(X) engendré par S et L(S) est identifiée a la sous-algebre de Lie de L(X)
engendrée par S; on a vu que si w e M(S) est de longueur >2, on a a(w)
e M(S) et B(w) e M(S). Il en résulte immédiatement que H N M(S) est un
ensemble de Hall relatif a S.

Pour toute partie finie ® de H, il existe une partie finie S de X telle que
® < M(S). Le cas A) montre alors que les éléments @ pour w € @ sont linéaire-
ment indépendants dans L(S), donc dans L(X). Par suite, la famille (), 5 st
libre.

Pour tout élément a de L(X), il existe une partie finie S de X telle que 2 € L.(S).
D’aprées le cas A), la partiec ¥'(H N M(S)) de ¥'(H) engendre le module L(S),
donc @ est combinaison linéaire d’éléments de ¥'(H). Donc W(H) engendre
le module L(X), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE, — Le module L(X) est libre, ainsi que chacun des sous-modules L*(X)
pour o € N® et LX) pour n € N. Les modules L*(X) sont de rang fini, et il en est de
méme des modules LM(X) st X est fini.

11 existe un ensemble de Hall H relatif 2 X (prop. 11). Pour tout w € H, I’é1é-
ment ¥(w) de L(X) appartient & 'un des modules L*(X) (avec a € N®), et le
module L(X)} est somme des sous-modules L*(X). De plus, pour tout & € N&®,
P’ensemble des éléments de M(X) dont 'image canonique dans N® est égale a o
est fini; ceci montre que chacun des modules L%(X) est libre de rang fini, et que

L(X) estlibre, Ona L*(X) = Z L*(X), donc L*(X) est libre ; lorsque X est fini,
fal =n q

I’ensemble des « € N® tels que || = 2 est fini, donc L*(X) est alors de rang fini.
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DErmnrrioN 3. — On appelle base de Hall d’une algébre de Lie libre 1.(X) toute base de
L(X) qui est Pimage canonique d’un ensemble de Hall relatif ¢ X.

Remarque. — Supposons que X se compose de deux éléments distincts x et y et
soit L¢ - le sous-module de L(X) somme des L*(X) pour « € N%, avec «(y) = 1.
On déduit aussitdt du th. 1 et de la prop. 12 du n° 10 que les éléments (ad x)".y
pour n entier >0 forment une base du sous-module L¢ - D, 11 en résulte que la
restriction @ L¢ -V de Papplication ad x est injective.

§ 3. Algébre enveloppante de Palgébre de Lie libre

Dans ce paragraphe, on note A(X) = Ax(X) Palgébre associative libre Libas(X) de
Lensemble X sur Panneau K (A, 111, p. 21, déf. 2). On identifie X & son image canonique
dans A(X); rappelons que le K-module A(X) admet pour base le monoide libre Mo(X)
déduit de X5 on note A+ (X) le sous-module de A(X) engendré par les mots non vides.

1. Algébre enveloppante de L(X)

TaforEME 1.— Soit o: L(X) — A(X) lunique homomorphisme d’algébres de Lie
prolongeant Dinjection canonique de X dans A(X) (§2, n°2, prop.l). Soit
o: L(X) — U(L(X)) lapplication canonique de L.(X) dans son algébre enveloppante et
soit B: U(L(X)) — A(X) Punique homomorphisme d’algébres uniféres tel que B oo = a
(chap. I, § 2, n° 1, prop. 1). Alors:

a) a est injectif, et a(L(X)) est un sous-module facteur direct de A(X).

b) B est bijectif.

Soient B une K-algebre unifére et ¢ une application de X dans B; d’apres la
prop. 1 du § 2, n° 2, il existe un homomorphisme d’algeébres de Lie ¢: L(X) — B
tel que ¢ | X = ¢; d’aprés la prop. 1 du chap. I, §2, n° 1, il existe un homo-
morphisme d’algebres uniferes 0: U(L(X)) —> B tel que 00 ¢ = ¢, donc tel que
(600) | X = ¢. Comme o(X) engendre lalgébre unifere U(L(X)), I’homo-
morphisme 6 est I"'unique homomorphisme d’algébres uniféres satisfaisant a cette
derniére condition. Ceci montre que le couple (U(L(X)), ¢ | X) est une solution
du méme probléme universel que A(X); prenant pour ¢ P'injection canonique de
X dans A(X), on en déduit que B est un isomorphisme, ce qui démontre 5).

Enfin, comme L(X) est un K-module libre (§ 2, n° 11, cor. du th. 1), o est
injectif et 6(L(X)) est un sous-module facteur direct de U(L(X)) (chap. 1, §2,
n°® 7, cor. 3 du th. 1). D’aprés 5), cela démontre a).

CororLLARE 1. — Il existe sur U algébre A(X) un unique coproduit faisant de A(X) une
bigébre et tel que les éléments de X soient primatifs. De plus, B est un isomorphisme de la
bigebre U(L(X)) sur A(X) munie de cette structure de bigébre.
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Cela résulte de I’assertion b) du théoréme et du fait que X engendre Palgébre
unifére A(X).

Dorénavant, on munit A(X) de cette structure de bigebre et on identifie L(X)
3 son image par a, c’est-a-dire & la sous-algébre de Lie de A(X) engendrée par X.

COROLLAIRE 2. — 8% K est un corps de caractéristique 0, L(X) est Lalgébre de Lie des
éléments primitifs de A(X).
Cela résulte du cor. 1 et du cor. de la prop. 9 du § 1, n° 5.

Remarques. — 1) Soit K’ un anneau commutatif contenant K. Si on identifie
A(X), L(X) et Lx.(X) a des parties de Ag.(X), il résulte de la partie ) du th. I la
relation

(1) L(X) = Le(X) N AX).

2) Lecor. 2 du th. 1 reste valable si on suppose seculement que le groupe
additif de Panneau K est sans torsion. En effet, supposons d’abord K = Z;
tout élément primitif de A(X) est un élément primitif de Aq(X), donc est dans
Lo(X) N A(X) = L(X) (cor. 2 et formule (1)). Dans le cas général, K est plat
sur Z et on applique la Remarque 2 du § 1, n° 2 et la prop. 3 du § 2, n° 5.

3) Soient A un monoide commutatif, ¢, une application de X dans A,
@: Mo(X) — A Phomomorphisme de monoide associé; si on munit A(X) de la
graduation (A%(X))s.n définie en A, III, p. 31, Exemple 3 et L(X) de la
graduation (L%(X));., définie au §2, n° 6, on a aussitét, pour & €A,
L3(X) = L(X) n A%X). Comme L est la somme des L*(X) pour 3 €A, et que
la somme des L(X) N A%(X) pour 8 € A est directe, cela entraine

@) L5(X) = L(X) N A%(X).

4) Soit A une algtbre associative unifére, et soit ¢ = (¢);.; unec famille
d’éléments de A. On a un diagramme

LA —f— A

WV

Ad)

ol ¢ est Pinjection canonique, f, est ’homomorphisme d’algeébre de Lie défini
par t et g, ’homomorphisme d’algeébre unifére tel que g,(f) = ¢4 pour ¢ 1. Le
diagramme est commutatif car g, o i et f; coincident dans I. Il en résulte que, si
P e L(I), Pélément P((£);.;) défini au § 2, n® 4, coincide avec I'élément P((#);c1)
défini en A, I, p. 24, Exemple 2.



