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INTEGRATION



CHAPITRE VII

MESURE DE HAAR

Dans ce chapitre et le suivant, lorsque nous parlerons d’une
fonction (resp. d’une mesure), il s’agira indifféremment d’une
fonction (resp. d’une mesure) réelle ou complexe ; si T est un
espace localement compact, la notation #°(T) désignera indiffé-
remment Uespace A'r(T) ou Uespace A 'c(T); de méme pour les
notations ' (T), €(T), L»(T, p), #(T), etc. Il est naturellement
sous-entendu que dans une question olt inlerviennent plusieurs
fonctions, mesures ou espaces vectoriels, les résultals oblenus
sont valables lorsque ces fonctions, mesures ou espaces vectoriels
sont tous réels ou fous complexes. L'espace #°(T) sera toujours
supposé muni de la topologie de la convergence uniforme, Uespace
¢(T) de la topologie de la convergence compacte, el [lespace
A (T) de la topologie limite inductive dont la définition est rap-
pelée en téte du chapitre V1. La notation o4 (T) désignera U'ensemble
des fonctions =0 de 2 (T). Si AcT, on nofera loujours @,
la fonction caractéristique de A. Si t € T, e, désignera la mesure
positive définie par la masse -+ 1 au point t.

Tous les espaces localement convexes seront supposés séparés.

On notera e les éléments neutres de tous les groupes consi-
dérés, sauf mention expresse du conlraire.

§ 1. Construction d’une mesure de Haar,

1. Définitions et notations.

Soit G un groupe topologique opérant continiment a
gauche (Top. gén., chap. III, 3¢ éd., § 2, n° 4) dans un espace
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localement compact X ; pour s € G et x € X, soit sx le trans-
formé de z par s. On notera yx(s), ou y(s), 'homéomorphisme
de X sur X défini par

(1) y(s)x = sz.
On a
(2 ¥(st) = y(s)y(D.

Si f est une fonction définie sur X, y(s)f sera définie par trans-
port de structure, ¢’est-a-dire par la formule (y(s)/)(y(s)z) = /(z);
autrement dit :

) (Y©NH@) = [(s7%).

Si u est une mesure définie sur X, y(s)p. sera aussi définie par
transport de structure, ce qui conduit a

4) oy = <y(s™Hf, w> pour fe A (X).

Autrement dit

®) | 1wdewE = | Heiue.

Si A est un ensemble (y(s)u)-intégrable, s—'A est p-intégrable,
et

(6) (Y($)u)(A) = p(s7A).
La mesure y(s)u peut aussi étre définie comme I'image de u
par y(s).

Au lieu d’écrire d(y(s)u)(x), il est parfois commode d’écrire
dp(s~x) ; alors, (D) prend la forme suivante :

|| oty = [ jsayana;s

le membre de droite se déduit de celui de gauche «en chan-
geant x en sTo».

DeérintTiON 1. — Soit u une mesure sur X.
a) On dit que p est invariante par G si y(s)p = p pour
fout s € G.
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b) On dit que y est relativement invariante par G si y(s)u
est proportionnelle a p. pour tout s €G.

¢) On dit que p est quasi-invariante par G si y(s)u. est équi-
valente a p pour tout s € G.

Remarques. — 1) Supposons p invariante. Alors |u|, Zy,
S sont invariantes. Si p est réelle, p*+ et p— sont invariantes.

2) Supposons p relativement invariante et non nulle. Il
existe, pour tout s € G, un nombre complexe y(s) unique tel
que

(7) Y(S)p = x(s)p

et la fonction y sur G est une représentation de G dans C*
appelée multiplicateur de p. La formule (5) donne alors

® [ fontu@) = [ _1@u

et 1a formule (6) donne

© 68) = A(Su(A)

Avec les conventions faites plus haut, (7) peut aussi s'écrire
(10) du(e) = 2(Hula).

3) Comme |y(s)u| = y(s)(|n]), dire que p est quasi-inva-
riante revient & dire que |u| est quasi-invariante.

Si p est quasi-invariante et si p’ est une autre mesure
sur X équivalente a p, y(s)i’ est équivalente & y(s)u, donc
a up, donc a p', de sorte que p’ est quasi-invariante. Dire que
v est quasi-invariante par G signifie donc que la classe de p
est invariante par G.

Pour que u soit quasi-invariante, il faut et il suffit que
I'ensemble des parties localement p-négligeables de X soit
invariant par ‘G (chap. V, § 5, n° 5, th. 2), ou encore que,
pour toute partie compacte p-négligeable K de X et tout s € G,
sK soit p-négligeable (loc. cif., Remarque).

Si p est quasi-invariante, le support de p est invariant
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par G. En particulier, si G est fransitif dans X, ce support
est ou bien vide (si w = 0) ou bien égal & X (si p = 0).

Lemme 1. — Soient X, Y, Z {rois espaces topologiques,
Y étant localement compact. Soit (z,y) —xy une application
continue de X X Y dans Z, qui définit une application x - u,
de X dans #(Y ; Z) par la relation u,(y) = zy. Soient £ une
fonction continue dans Z, & valeurs dans R ou dans un espace
de Banach, S le support de £, et p. une mesure sur Y. On suppose
que, pour louf x, e X, il existe un voisinage V de x, dans X

tel que U uz1(S) soit relativement compact dans Y. Alors :

xeV
a) pour lout x € X, fou, est continue dans Y et a support
compact ;

b) lapplication x»f f(xy)du(y), qui est définie d’aprés
Y

a), esl continue dans X.
L’assertion a) est évidente. Prouvons b). Comme la
continuité est une propriété locale, on se raméne au cas ou

l ] uz;1(S) est contenu dans une partie compacte Y’ de Y.
zeX

Comme la fonction (z, y) ~ f(xy) est continue dans X X Y, fo u,
tend uniformément dans Y’ vers fo u,, quand z tend vers z,
(Top. Gén., chap. X, 2¢ éd., § 3, n° 4, th. 3), donc u(fo u,) tend
vers u(fou,). D’ou le lemme.

Revenons maintenant aux notations antérieures.

ProrosiTion 1. — Supposons G localement compact. Soit
w une mesure relativement invariante non nulle sur X. Alors
son multiplicateur y est une fonction continue dans G.

En effet, soient f € #(X), S le support de f, s, un point
de G, et V un voisinage compact de s, dans G ; alors

U vous) = vis

seV
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est compact dans X ; d’aprés le lemme 1 et la formule (8),
x(s)"u, f> dépend contintiment de s; si on a choisi f telle
que {w, f> % 0, on voit que y est continu.

Soit maintenant G un groupe topologique opérant conti-
niment & droite dans un espace localement compact X ; pour
seG et z € X, soit xs le transformé de x par s. On notera
8x(s), ou §(s), 'homéomorphisme de X défini par

1" 8(s)r = zsL.
On a
(2" 8(st) = 8(s)8(1).

Par transport de structure, on définit I’action de 8(s) sur
les fonections et les mesures sur X :

39 BN = [(xs)

(4) < 3(s)uy> = <8(s7)f, wo

®) fx J()d(&(s)p)(x) =L flas~)dp(x)
(6 @A) = w(As).

On convient d’écrire dyu(zxs) au lieu de d(8(s)p)(z), et (5') prend
la forme

fx f@)du(as) = L fs-Y)dua).

On définit de maniére analogue les mesures invariantes,
relativement invariantes et quasi-invariantes par G sur X. Si
w est relativement invariante, on définit son multiplicateur y
par les formules

(7 8(s) = u(s)w

(8) L f@s)dp(@) = 7(s) fx @) du(z)
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99 @(AS) = x(Hu(A).
(109 du(xs) = y(s)du(z).

Si on considére le groupe opposé G° & G comme opérant
dans X par (z,s) -as, u est relativement invariante par G°
de méme multiplicateur .

Soit enfin G un groupe localement compact. Il opére sur
lui-méme par translations a4 gauche et a droite, suivant les
formules y(s)x = sz, §(s)r = xs~. On a

(11) Y($)8(8) = 8(H)y(s)-

Tout ce qui précéde est applicable, et on a donc, sur G, les notions
de mesures invariantes a gauche, invarianfes a droite, relative-
ment invariantes a gqauche, relafivement invariantes a droife,
quasi-invarianifes a gauche, quasi-invariantes a droite (cf., tou-
tefois, les nos 8 et 9).

L’application z - z~! est un homéomorphisme de G sur G.
Pour toute fonction f sur G, on définira la fonction }" sur G par

(12) f@ = ).

Pour toute mesure p sur G, on définira la mesure { par
(13) W) = () pour e (G).
Autrement dit

(14) | 1w = [ jatew.

Si A est un ensemble jf-intégrable, A~ est p-intégrable, et

(15) U(A) = p(A™Y).

On convient d’écrire du(x~') au lieu de dy(x), et (14) prend la
forme

| f@)dpa) = ) @ dpa).
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2, Le théoréme d’existence et d’unicité.

DerintTiON 2. — Soit G un groupe localement compact. On
appelle mesure de Haar a gauche (vesp. a droite) sur G une mesure
positive non nulle sur G, invariante a gauche (resp. a droite).

TueorEME 1. — Sur fout groupe localement compact, il
existe une mesure de Haar a gauche (resp. a droife), ef, a un
facteur constant prés, il n’en existe qu’une.

A) Existence. — Posons X(G) = A", X (G) = A,

H¥ = A, — {0,

Si C est une partiec compacte de G, on notera #*(C) I'en-
semble des f e #* a support dans C. Pour f e X et g € X%,

il existe des nombres ¢;, ..., ¢, = 0 et des éléments s, ..., s,
n

de G tels que f = Y, cy(s)g : en effet, il existe unc partie

i=1

ouverte non vide U de G telle que inf g(s) > 0, et le support
seU

de f peut étre recouvert par un nombre fini de translatés a
gauche de U. Soit alors (f: ¢) la borne inférieure des nombres

n

Y ¢, pour tous les systémes (¢y, ..., €y Sp» -+ .5 S,) de nombres
i=1 n
>0 et d’éléments de G tels que f =< Y, ¢ y(s)g. On a :

i=1
D &/ :9 =9 pour feX, ge Y, seG;
i) M9 =nMf:9) pour feX, ged*¥, A =20;
@) (f+1):9 =09+ g pour fed,f eX, geAdt;
(iv) (f: 9) = (sup f)/(sup 9) pour fed, ge Ay,
%) (:h) =(F:9)g:h) pour f e, g A, het*;

(vi) 0 < (I‘oli B é((f];::gg)) =(f:f,) pour/, fo g dans H%;

(vii) soient f, f’, h dans A, avec A(s) = 1 dans le support de
{4+, et soit e > 0; il existe un voisinage compact V
de e tel que, pour toute g e ##(V), on ait

G+ :9={+1):9) + <h:g).
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Les propriétés (i), (ii), (iii) sont évidentes. Soient f ¢ ¢,

geX%; sl f = Y cy(s)g avec des ¢; >0, on a
i=

n

sup f = Y c,g(s7%s)

i=1

pour un s € G, donc sup f = (E ci> sup g, d’ou (iv). Prouvons

i=1 n

(v); soient [ e, g, h dans %5 si f = X cy(s)g ot

i=1

p
g = Y dy({)h (¢, >0, d; >0, s;, t;, dans G), on a
=1

[ = X2 cdy(sdph, donc (f:h) = Y oed; = (E cl)(z d,.);

i j i i i
donc (f:h) =(f:¢9)(g:h). Si on applique (v) a f,, f, g d’une
part et & f, f,, g d’autre part, on obtient (vi). Enfin, soient f,
f’s h dans o, avec h(s) > 1 dans le support de f 4 [/, et soit

e > 0. Posons F = f 4 f 4 3 eh ; les fonctions ¢, ¢’, qui coin-

cident respectivement avec f/I et f'/FF dans le support de f -+ [’
et qui sont nulles en dehors de celui-ci, appartiennent a %" ;
pour tout » > 0, il existe un voisinage compact V de e tel
que |o(s) — ()] =1 et [¢'(s) — ¢'(f)] =» pour s~ € V. Soit
alors g € X%(V) ; pour tout s € G, ona¢.y(s)g = (e(s)+1).v(s)g :
en effet, c’est évident aux points ot y(s)g s’annule, donc hors
de sV ; et, dans sV, on a o = o(s) 4 ; de méme,

¢ . ¥()g = (9'(s) -+ 1)-v(s)g-
Ceci posé, soient ¢y, ..., c, des nombres > 0 et s, ..., s, des

n
éléments de G tels que F = Y] ¢;y(s,)g; on a
i=1

f=¢F = 2;1 cp.Y(s)g = %41 eo(s) + 1).¥(s)g

et de méme pour f'; par suite

n

(F:9) + (" 9) = X edo(s) + ¢'(s:) + 2n) = (1 + 2n) EC‘

ime1
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puisque ¢ + ¢’ = 1. En appliquant la définition de F, puis
(ii), (iii), et (v), on en conclut

(20 + () =L+ 20)(F: g) =
O+ + 1))+ 5l =W +/):0) +5elhig)
+20((f + ) BB g) + en(h: g)

et, si 'on a choisi n tel que 4[2((f + f) : h) + €] é%e, on

obtient (vii).

Quand V parcourt l'ensemble des voisinages compacts
de e, les #'%(V) forment une base d'un filtre B sur #'*. Soit
& un ultrafiltre sur X% plus fin que B. D’autre part, fixons
fo € A% et posons, pour fe X% et g e 4%

(f: 9)
=G
D’aprés (vi), lim,, g I,(f) = I(f) existe dans l’espace compact
(G D (f: f9). Daprés (iii), on a I(f + ) < I(f) -+ I(f).
D’apres (vii), on a I(f) + I(f') = I{f + f') + <I(h) quel que soit
€ >0 si h est > 1 dans le support de f 4 f'; il s’ensuit que
I(f + 1) = I{f) + I{f'). D’apres le chap. 1], § 2, n° 1, prop. 2,
I se prolonge en une forme linéaire sur & ; cette forme linéaire
est une mesure positive non nulle sur G, invariante & gauche
d’aprés (1) ; c’est la mesure de Haar a gauche cherchée. Pas-
sant au groupe opposé, on en déduit I'existence d’une mesure
de Haar & droite.
B) Unicité. — Soient p. une mesure de Haar a gauche,
v une mesure de Haar a droite. Alors ¥V est une mesure de Haar
a gauche. On va montrer que p et ¥ sont proportionnelles. Ceci
prouvera bien que deux mesures de Haar 4 gauche sont pro-
portionnelles.
Soit f e A" telle que wu(f) = 0. D’aprés le lemme 1, la fonc-
tion D, définie sur G par

(16) D) = w()* [ 190
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est continue dans G. Soit ¢ € . La fonction (s, {) - f(s)g(ls) est
continue a support compact dans G x G. D’aprés le chap. 111,
§ 5, no 1, th. 2, on a

(17) MD%W==(fﬂ$dM$><fgaﬂw0>
— [ duts) [ 199000) = [ 0 [ Hygtas)duts
— [ @ [ e99(5)u)

=fm9[fﬂrwmﬂﬂdM®::MaumD»
d’otut
(18) Wg) = w(D,.g).

Ceci prouve d’abord que D, ne dépend pas de [. Car, si [' € A~
est telle que w(f) # 0, on a D,.p. = D,.yu, donc D, = D
localement presque partout pour p, donc partout puisque D,
et D, sont continues et que le support de p est G. Posons donc
D, = D. La formule (16) donne

(19) w(HD(e) = Y(f)-

La formule (19) s’étend par linéarité aux fonctions [ € X~
telles que p(f) = 0. On a D(e) % 0 puisque V 7 0. Ceci établit
bien la proportionnalité de p et V.

CoroLLAIRE. — Toufe mesure invariante a gauche (resp. a
droite) sur G est proportionnelle a une mesure de Haar a gauche
(resp. a droite).

Exemples. — 1) Sur le groupe additif R, la mesure de
Lebesgue dx est une mesure de Haar (Chap. III, § 2, n° 2,
Ezemple).

2) Pour toute fonction f e A (R¥), on a (Foncl. var. réelle;
chap. IL, § 1, formule (13)) ’
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+ +o0 +o
[I9) [ I gy [
0 x 0 tx ° x

quel que soit { > 0; la mesure x~!dr est donc une mesure de
Haar sur le groupe multiplicatif R¥.

3) Prenons pour G le tore T = R/Z. Soit ¢ l'application
canonique de R sur T. Pour fe 4 (T), la fonction fog¢ est
continue et périodique de période 1 sur R, et I'intégrale

1) ="tz

est indépendante du choix de a e R; il est immédiat qu’elle
est invariante par translation ; elle définit donc une mesure de
Haar sur T. Par transport de structure, on en déduit que

a+l
I{f) =f f(e2ri)dt est une mesure de Haar sur le groupe

multiplicatif U des nombres complexes de valeur absolue 1
(Top. gén., chap. VIII, § 2, n° 1).

ProrosiTioN 2. — Soient G un groupe localement compact,
p une mesure de Haar a gauche ou a droite sur G. Pour que G
soit discret, il faut et il suffit que u({e}) > 0. Pour que G soit
compact, il faut et il suffit que p*(G) < 4 .

Les conditions sont évidemment nécessaires. Montrons leur
suffisance. Soit V un voisinage compact de e. Si u({e}) > 0, V est
un ensemble fini puisque w(V) < +co; comme G est séparé,
il est donc discret. Supposons p*(G) < + co, et p invariante a
gauche par exemple. Considérons 'ensemble & des parties finies
{S1s .- .5 8,} de G telles que s,V Ns,V= @ pour i j; on a

np(V) = w(s;:VU ... Us,V) =pXG),

donc n = p*(G)/w(V). On peut donc choisir dans & un élé-
ment {s,, ..., s,} maximal. Alors, pour tout s € G, il y a un i
tel que sV ns;V % &, donc tel que s €es,VV-L Donc G est
réunion des ensembles compacts s;VV~! et est par suite com-
pact.

BourBaki, XXIX 2
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3. Module.

Soit ¢ une mesure de Haar a gauche sur G. Pour tout
s € G, 8(s)p. est encore invariante a gauche (n° 1, formule (11)),
donc (th. 1) il existe un nombre unique Ag(s) > 0 tel que
8(s)u. = Ag(s)u. En vertu du th. 1, le nombre Ag(s) est indé-
pendant du choix de p.

Derintrion 3. — La fonction Ay sur G s’appelle le module
de G. Si Ag = 1, le groupe G est dit unimodulaire.

On peut dire aussi que p est relativement invariante a
droite de multiplicateur Ag. Donc Ay est une représentation
continue de G dans R* (n° 1, prop. 1).

Remarque. — Si ¢ est un isomorphisme de G sur un groupe
localement compact G’, on a Ay o ¢ = Agz. En particulier :

1) Comme 2 ~ 2! est un isomorphisme de (r sur le groupe
opposé GO, on a Ag = Agl

2) Si ¢ est un automorphisme de G, on a Agog = Ag.

Soit seG. On a:

8(s)(Ag". ) = (B()AGY) - (B(s)w) = (Aa(9)™AgY) (Aa®)r) = Agh. 1

donc Agl.u = p’ est une mesure de Haar a droite. On en
déduit que y(s)p’ = (¥(AgY) . u = Ag(s)(Bgt. 1) = Ag()e, done,
pour toute mesure de Haar a droite v, on a y(s)v = Ag(s)v.
Puisque X est une mesure de Haar a droite, on a i = aAgt.p
avec une constante a > 0; on en déduit

p = a(Ag'.p)" = alg. [l = a®y,

donc a = 1 et finalement ¥ = Agl.p. On voit de méme que
V = Ag.v. On a donc les résultats suivants :

Formulaire. — Soient G un groupe localement compact,
A son module, p une mesure de Haar a gauche, v une mesure
de Haar a droite.
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1) On a
20) Y = 8(s)p = A(s)n Y= Al

Si f est p-intégrable sur G, les translatées a gauche et a droite
de f sont p-intégrables, et on a

| fsoytuta) = j f@)du(@)
@1)

[ Heytuta) = s f f@)du(z).

En outre, ? est intégrable pour A—1.p et

(22 [ Heawau@) = [ @)du).
Si A est une partie y-intégrable de G, sA et As sont p-intégrables
et
(23) a(sA) = p(A)  w(As) = A()u(A).
2) On a
(24) 5(s)v = v Y(s)v = A(s)v V=A.

Si f est v-intégrable sur G, les translatées a gauche et a droite
de f sont v-intégrables, et on a

f @) = [ (@)
(25)

J' f(sz)dw(@) = A(s) f f@)do(a).

En outre, fest intégrable pour A.v et

(26) ff(x‘l)A(x)dV(x) =ff(x)d\'(x)-

Si A est une partie v-intégrable de G, sA et As sont v-intégrables
et

(27) w(As) = v(A)  w(sA) = A(s)Iv(A).



20 INTEGRATION chap. VII, §1

3) v est proportionnelle & A-!.u, p est proportionnelle a
Av,

4) Supposons G unimodulaire. Seit p une mesure de Haar
sur G. On a

(28) YO)u =8 = i = .

Si f est p-intégrable sur G, les translatées a gauche et a
droite de f sont p-intégrables ainsi que 7, et 'on a

(29) f H(s2)du(z) = f @) = [ fe)du@) = f H@)du().

Si A est une partie p-intégrable de G, sA, As et A-! sont
p-intégrables, et

(30) w(sA) = p(As) = p(A™Y) = u(A).
On a des propriétés analogues pour l'intégrale essentielle.

ProrosiTioN 3. — §’il existe dans G un voisinage compact
V de e invariant par les automorphismes intérieurs, alors G est
unimodulaire.

En effet, soit 4 une mesure de Haar & gauche sur G. On
a, pour tout s € G, w(V) = p(s71Vs) = Agx(s)(V), d’otr

puisque 0 << u(V) < 4 0.

On en déduit aussitot :

COROLLAIRE. — Si G est discret, ou compact, ou commu-
tatif, G est unimodulaire.

Ceci est d’ailleurs trivial lorsque G est commutatif. Notons
aussi que, si G est discret, la mesure sur G pour laquelle chaque
point est de masse 1 est évidemment une mesure de Haar a
gauche et a droite sur G, quon appelle mesure de Haar nor-
malisée sur G. Si G est compact, il existe une mesure de Haar
i et une seule sur G telle que u(G) = 1; on I'appelle la mesure
de Haar normalisée de G. Les deux conventions précédentes
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ne concordent pas lorsque G est a la fois discret et compact,
c’est-a-dire fini; quand on sera dans ce cas, on précisera tou-
jours explicitement ce qu'on entend par mesure de Haar nor-
malisée.

Un sous-groupe, un groupe quotient d’un groupe unimodu-
laire ne sont pas toujours unimodulaires (§ 2, exerc. 5). Cf.,
toutefois, le § 2, n° 7, prop. 10.

*¥Nous verrons plus tard que les groupes de Lie connexes
semi-simples ou nilpotents sont unimodulairesy.

4. Module d’un automorphisme.

Soient G un groupe localement compact, ¢ un automor-
phisme de G, p. une mesure de Haar a gauche sur G. Il est clair
que ¢~(p) est encore une mesure de Haar a gauche sur G. Il
existe donc (n® 2, th. 1) un nombre a > 0 et un seul tel que
¢~() = ap. D’apres le n° 2, th. 1, ce nombre est indépendant
du choix de p. Remarquons que, si I’on partait d’'une mesure
de Haar & droite, par exemple Agl.p (n° 3), on aboutirait au
méme scalaire a : car, comme ¢! laisse Ay invariant (n° 3,
Remarque), on a o Y(Azl.p) = Agl.e () = aAg!.p.

DEriNITION 4, — Le nombre a > 0 fel que ¢~ (u) = ap
s’appelle le module de I'automorphisme ¢ et se note modgp ou
simplement mod ¢.

Si f est une fonction y-intégrable sur G, on a

(31) [ 1o @)dut) = mod o) [ 1@)dato).
Si A est une partie p-intégrable de G, on a

(32) w(e(A)) = (mod p)u(A).

En particulier, pour s € G, soit i, Pautomorphisme inté-
rieur £ ~s~1zs. On a i;1 = 8(s)y(s), donc

() = 8 = Balo)
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et par suite
(33) mod i, = Ag(s).

Si G est soit discret, soit compact, sa mesure de Haar
normalisée est transformée en elle-méme par tout automor-
phisme ¢ de G, comme on le voit tout de suite par transport
de structure. Donc un aufomorphisme d’un groupe discret ou
compact est de module 1.

ProrositioN 4. — Soient G un groupe localement compacl,
I' un groupe lopologique, et v -~ u, un homomorphisme de I' dans
le groupe ¥ des automorphismes de G, tel que (v, x) -~ u,(x) soit
une application continue de I' x G dans G. Alors Uapplication
vy - mod(uy,) est une représentation continue de I' dans R%.

Cette application est évidemment une représentation (algé-
brique) de I' dans R¥; il suffit de prouver sa continuité. Soient
fe#(G) et S son support. Soient y, eI’ et U un voisinage
relativement compact de uy}(S). L’application y - u, est une
application continue de I' dans ¢ muni de la topologie de la
convergence compacte (Top. Gén., chap. X, 2¢ éd., § 3, n° 4,
th. 3) ; donc u7;(S) € U pour y assez voisin de v, Le lemme 1

du no 1 prouve alors que f f(u(x))dp(x) (ou p désigne une

mesure de Haar a gauche de G) dépend coniiniiment de v ;
d’ou la proposition.

5. Mesure de Haar d’un produit.

ProprosiTION 5. — Soit (G,).x une famille de groupes loca-
lement compacts. Pour fout . € 1, soit p, une mesure de Haar a
gauche (resp. a droile) sur G,. On suppose qu’il existe une partie
finie J de I telle que, pour tout e I —J, G, soil compact et
w (G) == 1. Alors la mesure produit () v, est une mesure de Haar

el

a gauche (vesp. a droite) sur G = |[[G.. Si x = (z) €G, on «

el

Ag(@) = 1] Aa)-

€l
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Pour toute partie finie J de I, ) p, est une mesure de Haar
ed

4 gauche (resp. a droite) sur [] G, comme il résulte aussitot
weJ

des définitions. Donc ) p, est une mesure de Haar a4 gauche

el
(resp. a droite) sur G (chap. III, § 5, n° 5, prop. 6). D’autre
part, si les p, sont des mesures de Haar 4 gauche, on a

SR 1) = Q8@ = Q (Ao @) = (1] 6,(z)) & s

el el el 134 13

d’ou Ag(z) = [ Ac(z).

el

Exemples. — 1) La mesure de Lebesgue sur R" est une
mesure de Haar du groupe additif R~

2) L’application (r, 1) — ru est un isomorphisme de R¥ X U
sur C* (Top. gén., chap. VIII, § 1, n° 3). Si on identifie C* 4
R* x U par cet isomorphisme, et si on note du une mesure
de Haar de U, r-'drdu est une mesure de Haar de C* d’aprés
Pexemple 2 du n°® 2. D’autre part, la bijection 6 - €2 de
(0, 1( sur U transforme la mesure de Lebesgue df de (0, 1(
en une mesure de Haar sur U d’aprés I'exemple 3 du n° 2.
Il en résulte que, si f e £ (C*), l'intégrale

+o 1
f f f(re2=%)r—1drd0
0 0
définit une mesure de Haar sur C*.

6. Mesure de Haar d’une limite projective.

Soit G un groupe localement compact (donc complet).
Soit (K,).a une famille filtrante décroissante de sous-groupes
distingués compacts de G, d’intersection {e¢} (de sorte que la
base de filtre formée des K, converge vers ¢). Posons G, = G/K, ;
soient @, : G - G, et @pgy: Go ~ G (2 = B) les homomorphismes
canoniques. Alors la limite projective du systeme projectif
(G, pg.) s’identifie a G et l'application canonique de cette



24 INTEGRATION chap. VII, §1

limite projective dans G, s’identifie a ¢, (Top. Gén., chap. III,
3e éd., § 7, n° 3, prop. 2). Les applications ¢, et ¢g, sont propres
(loc. cit.,, § 4, n° 1, cor. 2 de la prop. 1). Ces données resteront
fixées dans tout ce no.

Lemme 2. — a) Soient f e 4 (G), S une partie compacte
de G contenant Supp f, U un voisinage ouvert de S dans G, et
e > 0. Il existe un o« € A et une fonction g € # (G), nulle hors
de U, constante sur les classes suivant K, telle que |f — g| <e.

b) Soient w et p' deux mesures sur G felles que @i (p) = <pa(p.)
pour tout o € A. Alors p = p'.

Il existe un a«; €A tel que K, SNK,(G—U) =g
(Top. Gén., chap. 11, 3¢ éd., § 4, n° 3, prop. 4). En augmentant
S et en diminuant U, on peut donc supposer que S et U sont
des réunions de classes suivant K, . Considérons les fonctions
numériques continues h sur S qui possedent la propriété sui-
vante : il existe « > «, tel que h soit constante sur les classes
suivant K,. Ces fonctions forment une sous-algebre de #°(S)
(parce que la famille (K,) est filtrante décroissante) qui contient
les constantes et qui sépare les points de S: en effet, soient
x, y deux points distincts de S; comme l'intersection des K,
est {e}, il existe « > «; tel que ¢u(r) # 9.(y), puis une fonction
numérique u continue dans ¢u(S), telle que u(p(x)) # u(e.(y)).
D’aprés le th. de Weierstrass-Stone, il existe un « > «; et une
fonction h > 0 continue dans S, constante sur les classes sui-
vant K,, et telle que |f — h| g%
sons 3(f) = (t — §>+, et posons i’ = 3 o h. Alors h’ est une fone-

dans S. Pour tout f € R, po~

tion > 0, continue dans S, constante sur les classes suivant
Kq, et 'on a |h — '] < —dansS donc |f — h'| < ¢ dans S.
D’autre part, on a h'(x) = 0 si x appartient a la frontiére de
S dans G, car alors h(z) <—§.
complémentaire de S, on obtient une fonction g qui répond &
la question, ce qui prouve a).

Si on prolonge h’' par 0 dans le
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Soient maintenant p, u’ deux mesures sur G telles que
eu(p) == @o{r") pour tout « e A. Soit v € #(G) une fonction
constante sur les classes suivant K, pour un « € A, de sorte
qu'on peut écrire v =wog, avec we X (G,); on a alors

w(®) = (pu())(@) = (pu())w) = p'(v) ; on en conclut que
w = p’ en vertu de a).

ProrositioN 6. — Pour iout « € A, soil p, une mesure
positive sur G,. On suppose que @g(p,) = pg pour o =B, Il
existe alors une mesure positive p sur G el une seule telle que
oal) = p, pour foutf o € A,

L’unicité résulte aussitot du lemme 2 b). Prouvons Pexis-
tence de p. Soit V l'espace vectoriel des fonctions appartenant
a o (G) et constantes sur les classes suivant un K,. D’aprés
le lemme 2 a), V est un sous-espace vectoriel positivement
riche (chap. III, § 2, n° ) de A (G). Soit fe V. Il existe un
« € A tel que [ soit constante sur les classes suivant K,. Par
passage au quotient, f définit une fonction f, e #(G,). Le
nombre p(f) = p.(f.) ne dépend pas du choix de «; car soit B
un indice tel que f soit constante sur les classes suivant K;;
soit vy € A tel que y > «, v =B ; alors f définit des fonctions
foc H(Gy), v e H(Gy) telles que [ =foops=fyop,; on a
foo @uy = [y, donc p(fy) = (par(py))(fu) = ta(fs), et de méme
ue(fy) = us(fs), d’ou notre assertion. Ceci posé, il est clair que
@ est une forme linéaire sur V et que p(f) = 0 pour f > 0.
D’aprés la prop. 2 du chap. 111, § 2, n° 5, p se prolonge en une
mesure positive, que nous noterons encore p, sur G. On a
@a(1) = uy pour tout « € A par construction méme de p.

DEFINITION 5. — On dil que p. est la limite projeclive des p..

ProposiTiION 7. — On conserve les notalions de la prop. 6.
Si chaque o esl une mesure de Haar a gauche (resp. a droite)
sur G, alors p est une mesure de Haar a gauche (resp. a droite)
sur G.

Supposons par exemple que les p, soient des mesures de
Haar a gauche. Soit s € G. On a, pour tout z € G,



